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Prólogo

Este libro se ha preparado con el propósito de completar los textos corrientes de diseño de má-

quinas. Estamos convencidos de que la presentación de un gran número de problemas resueltos es la

mejor forma de aclarar y fijar en la mente los principios básicos. Por otra parte, la presentación de los
principios y de la teoría es suficientemente completa para que el libro se pueda usar como texto, con

una programación adecuada del tiempo de clase.

Cada capítulo comienza con una exposición de las definiciones, principios y teoremas correspon-
dientes, acompañada del material ilustrativo y descriptivo necesario. Se continúa con grupos de proble-

mas resueltos y de problemas propuestos. Los primeros sirven para ilustrar y ampliar Ia teoría y enfocan
cuidadosamente aquellos puntos sin los cuales el estudiante se siente inseguro. En los problemas resuel-

tos se incluye un gran número de pruebas de teoremas y deducciones de fórmulas. Los problemas adi-

cionales sirven para repasar el material del capítulo.

[,os temas de los capítulos corresponden al material que se ve en un curso corriente de diseño

de máquinas. Son temas representativos e ilustran la forma general de llegar a la solución de los pro-

blemas de diseño. En los casos en que existe más de un procedimiento aceptado para resolver un proble-

ma, los autores han adoptado el que creen mejor, y a veces presentan procedimientos alternos; en unas
pocas situaciones hay alguna novedad en el tratamiento. Como resultado de lo anterior, aun cuando
este libro no se acopla exactamente a ningún otro texto, los autores creen que puede ser un valioso

auxiliar para cualquiera.

Algunas de las características de este libro son las siguientes: Contiene una gran variedad de

problemas de repaso de mecánica aplicada. Los problemas resueltos se usan para repasar la resistencia
de materiales y para mostrar la aplicación de muchos cursos anteriores a las situaciones reales de di-
seño. Se introducen la función escalón y el teorema de Castigliano como herramientas para determinar
deformaciones en miembros de máquinas. Se presenta una introducción al estudio de las vibraciones.
Se incluyen las últimas técnicas para resolver problemas de lubricación, tal como han sido desarrolla-
das por Boyd y Raimondi. Se dan extractos de las últimas normas AFBMAcon el propósito de evaluar
Ias capacidades de carga estática y dinámica de cojinetes radiales de bolas. Las fuerzas en los engranajes

se estudian con mucho más detalle que en los textos corrientes. Se presenta un tratamiento cuidadoso
de velocidades críticas en ejes. Se hace un tratamiento exhaustivo para determinar tanto la rigidez
como la resistencia de los miembros de las máquinas. Se presentan 36 proyectos de diseño, que incluyen
control de flujo, control eléctrico automático, control de calidad y problemas de diseño creativo.

Se ha tenido en cuenta que la capacidad para proyectar descansa sobre muchos factores adicio-
nales al entrenamiento científico, tales como el ingenio, el juicio, la familiaridad con Ios datos empÍri-
cos, el conocimiento de las normas y de los códigos de diseño, para nombrar sólo unos pocos de ellos.
Muchos de estos factores sólo pueden desarrollarse completamente mediante cierto número de años de

experiencia real en la industria. Sin embargo, al estudiante se le puede suministrar Io básico, es decir,
un buen adiestramiento en Ia aplicación lógica de la teoría al diseño de elementos de máquinas, adi-
cionado de algr-rna sensibilidad para las aproximaciones e hipótesis complementarias. Este libro se

encamina hacia este fin.
Los autores están profundamente agradecidos con muchas personas. Se han estudiado y com-

parado varios textos de diseño de máquinas, resistencia de materiales y dinámica de máquinas, y
todos ellos han contribuido al modo de pensar de los autores. Algunos miembros del grupo de diseño
de máquinas de la Universidad de Purdue han prestado su colaboración para profundizar y refinar
el tratamiento de varios temas. Los autores les están ampliamente agradecidos por sus sugerencias y

sus críticas constructivas.



Tenemos especiales motivos de agradecimiento con E. S. Ault, profesor de diseño de máquinas
en la Universidad de Purdué: además del estímulo general que de él recibimos, le somos deudores por
el procedimiento presentado en los capítulos sobre engranajes de dientes para el manejo de la fórmula
de Lewis en los cálculos de diseño.

También queremos hacer Ilegar nuestros agradecimientos al señor Henry Hayden por el esquema
tipográfico y el trabajo artístico de las figuras. El realismo de estas figuras realza notablemente la efi-
cacia de la presentación de un asunto en el cual la visualización especial representa papel impor-
tantísimo.

Deseamos además agradecer a quienes permitieron la publicación del material actualmente
impreso: Lincoln Electric Company, Anti-Friction Bearing Manufacturers Association, y los señores
A A. Raimondi y John Boyd de Westinghouse Electric Company.
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Capítulo 1

lntrod u cción

pf, OfSnÑO EN INGENIERIA es la creación de los planos necesarios para que las máquinas, Ias

estructuras, los sistemas o los procesos desarrollen las funciones

deseada s.

EL PROCESO DE DISEÑO incluye lo siguiente.

(1) Reconocer una necesidad y establecerla en términos generales. Esto define el problema.

(2) Considerar varios esquemas para resolver el problema y seleccionar uno para investigarlo con

mayor cuidado. Los estudios de factibilidad respaldados por investigación especial,
según sea el caso, son características de este paso del proceso.

(3) Realizar un diseño preliminar de Ia máquina, estructura, sistema o proceso seleccionado.

Esto establece características globales amplias y permite escribir las especificaciones para

las componentes principales.
(4) Realizar el diseño de todas las componentes y preparar todos los dibujos necesarios y las espe-

cifi caciones detalladas.

El proyectista es ante todo un creador. Antes de diseñar, su ingenio y capacidad imaginativa
deberán estar en condiciones óptimas.

Los dibujos y las especificaciones detalladas para un diseño completo son el registro de una multi-
tud de decisiones, algunas de ellas grandes y otras pequeñas. El proyectista, en los pasos frnales del

proceso de diseño es básicamente un tomador de decisiones. Debe trabajar sobre una base sólida de

principios científicos, suplementados con infor-
mación empírica. Sin embargo, debe entender
que la ciencia sólo puede establecer límites den-
tro de los cuales debe tomarse una decisión, o

dar una imagen estadística de los efectos de una
decisión particular. La decisión misma la toma
el proyectista. Por tanto, el juicio al tomar las
decisiones es una de las características sobresa-
lientes de un buen proyectista.

EL DrSEÑO DE UNA MAQUINA debe se-
gulr un

plan semejante al que se muestra en la figura
adyacente.

Después de haber establecido las especifi-
caciones generales, debe fijarse una disposición
cinemática, o esqueleto, de la máquina. A con-
tinuación debe hacerse un análisis de fuerzas
(incompleto debido a que las masas de las partes
móviles no se conocen aún en los diseños en los
cuales la dinámica es importante). Con esta in-
formación pueden diseñarse las componentes
(tentativamente ya que las fuerzas no se conocen
con exactitud). Posteriormente puede hacerse un
análisis de fuerzas más exacto v un diseño más

ESQUEMA
CINEMATICO

ANALISIS
oe

FU !] RZAS

DISEÑO de COMPONENTES
para

RESISTENCIA, RIGIDEZ, etc

APARIEN CIA

VIDA
PROBABLE

NA'I'URALEZA
del MERCADO

LIMITACION
de PESO

v IISPACIO

Frg. r-1



INTRODUCCION

refinado. Las decisiones finales se ven afectadas por muchos factores diferentes a la resistencia y a la
rigidez, tales como la apariencia, el peso, las limitaciones de espacio, la disponibilidad de materiales y
técnicas de fabricación, etc.

Aun cuando ésta es una simplificación extrema del problema, es, sin embargo, un esquema útil
para fijarlo en la mente. Ninguno de los pasos mencionados es independiente de los demás. Existe una
retroalimentación continua como lo sugieren las líneas a trazos en el diagrama. Por ejemplo, un análisis
dinámico posterior al primer diseño tentativo de las partes puede mostrar efectos de inercia indeseables,
los cuales dictaminan un cambio en el esquema cinemático de la máquina.

LAS CIENCIAS QUE SIRVEN DE FUNDAMENTO AL DISEÑO DE MAQUINAS son Ia Mate-
mática y la

Física, con énfasis en la cinemática, la estática, la dinámica y la resistencia de materiales. Sin embargo,
sería difícil escoger alguno de los cursos técnicos o científicos de un programa de estudios en ingenieúa
que no prestara una colaboración importante al proyectista. Entre los cursos de importancia se destacan
el Dibujo, la Economía, la Metalurgia, la Termodinámica y la Trasmisión de calor, la Mecánica de
fluidos y la Teortía sobre circuitos eléctricos. El estudiante que comienza el estudio del Diseño de máqui-
nas debe tener preparación adecuada en dichas áreas.

La siguiente lista de preguntas y problemas de repaso, principalmente de Mecánica, le permitiú
al lector examinarse parcialmente en esta materia básica. Sin consulta de textos de referencia debe re-
solver el 90% del cuestionario correctamente. De otro modo, es conveniente que repase la Mecánica.

EXA]VIEN DE REPASO DE MECANICA

t.

( Ti e mp o ra z o nab le de t rab aj o, 3 h ora s. La s r e spue sta s apare c e n al f ínal de I c apítulo. )
IJsar esquemas libremente. Dar las respuestas en las unidades correctas.

¿Qué potencia (kw) se requiere para mover un automóvil sobre una carretera plana a 96 km/h
contra una fuerza horizontal resistente de225 kg, si la eficiencia global mecánica es de 85%?

Un tornillo de potencia se hace girar a un número constante'de rpm mediante la aplicación de un
momento constante de 173 kg-cm. ¿Curíl es el trabajo (kg-cm) gastado por revolución?
Una polea de 25 cm de diámetro está montada en el punto rnedio de un eje soportado por dos
cojinetes separados 75 cm. La polea es conducida mediante una correa en la cual ambos extremos
tiran hacia arriba verticalmente. Si la tensión en el Iado tenso de la correa es de 272 kg y en el lado
flojo de 90 kg, ¿cuál es el momento máximo de flexión y el momento máximo de torsión sabiendo
que la potencia se toma de un extremo del eje mediante un acoplamiento flexible?
Una cuerda está envuelta sobre una polea libre. En un extremo de la cuerda hay un peso de 92 kg
y en el otro uno de 23 kg. Determinar la tensión en la cuerda despreciando el rozamiento y la masa
de la polea.

IJn marco rígido se encuentra sobre un plano sin rozamiento. El marco está formado por tres miem-
bros rectos unidos por articulaciones en forma de A y estrí cargado con una fuerza F aplicada sobre
la articulación del vértice y dirigida verticalmente hacia abajo. Dibuja¡, para cada miembro, el
diagrama de cuerpo libre que muestre todas las fuerzas que actúan sobre él con sus localizaciones
y con los sentidos correspondientes.
(o) ¿Cuál es la definición matemática del momento de inercia de un á¡ea?
(b) Demostrar, por medio de cálculo, que el momento rectangular de inercia de una sección rec-

tangular es bd3 ll2 con respecto al eje centroidal paralelo a la base.
(c) Demostrar que el módulo de la sección en (b) es bd2/6.
(d) Con base en que el momento rectangular de inercia de una sección circular con respecto a uno

de sus diámetros es nda lM, determinar el momento rectangular de inercia de un eje hueco
cuyo diámetro exterior es 10 cm y cuyo diámetro interior es 2,5 cm.

(e) Demostrar en qué forma podía determinarse el momento rectangular de inercia de un á¡ea
muy irregular con un alto grado de precisión.

2.

3.

4.

o.

6.
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Z. El rotor de un motor eléctrico pesa 4,5 kg y tiene un diámetro de 10 cm. ¿Cuánto tiempo se re-

quiere para incrementar la velocidad del motor de 0'a 18ü) rpm suponiendo un rr.romento eléctrico

constante de 23 kg-cm y una carga externa nula durante este período? Suponer que el rotor es

un cilindro homogéneo.

g. Definir el momento de flexión. ¿Qué convención arbitraria se usa ordinariamente para determinar

el signo de un momento de flexión? Ilustrar lo anterior mediante diagramas de cuerpo libre con-

sistentes de secciones cortas tomadas de los extremos de una viga simplemente apoyada, car-

gada de modo que exista un momento positivo de flexión en la vecindad del extremo izquierdo

y uno negativo en la vecindad del extremo derecho.

9. Si la deformación en un resorte sometido a una carga de 227 kg es 5 cm, ¿cu:íl es la energía absor-

bida por el resorte al aplicar gradualmente esta carga?

lO. Definir un kilovatio (y un hp) y mostrar que la cantidad de kilovatios (y caballos) puede expre-

sarse mediante:

11. Ilustrar gráficamente la distribución de esfuerzos sobre la sección trasversal perpendicular al

eje de una viga para los siguientes casos.

(o) Esfuerzo de flexión, MclI, en una viga simple que es (l) simétrica con respecto al eje neutro

de la sección trasversal, y (2) asimétrica con respecto a dicho eje'

(b) Esfuerzo de tensión o de compresión, P/,4, debido a una carga axial en un miembro con

cualquier sección trasversal.
(c) Esfuerzo de torsión, TrlJ, debido a un momento de torsión aplicado sobre un miembro

de sección trasversal circular.
(d) Esfuerzo cortante, VQlIb, en una viga simple de (I) sección trasversal rectangular, (2) sec-

ción trasversal circular, y (3) una sección en I simétrica.

12. (a\ Si un miembro de una máquina está cargado de modo que los esfuerzos principales en un

punto son 42 kglcm2 en tracción, 56 kg/cm2 en tracción, y cero, ¿cuál es el esfuerzo

cortante máximo en dicho Punto?
(b) El mismo enunciado pero con 42 kglcm2 en compresión, 56 kglcm2 en tracción y cero'

lB. (o) Si un hombre amarra un extremo de una cuerda a un :íLrbol y tira del otro extremo con una

fuerza de 45 kg, ¿cu:í,I es Ia fuerza de tensión que se produce en la cuerda?

(b) ¿Qué tensión existiía en la cuerda si un hombre tira de cada uno de sus extremos con una

fuerza de 45 ke?

14. Un camión cuyas llantas tienen un diámetro exterior de 3 pies, se mueve a 60 pies/seg. ¿,CwíLl

es la velocidad relativa al suelo del punto sobre el borde externo de la llanta que en el instante con-

siderado se halla más alejado del suelo? ¿Cuál es la velocidad angular (rpm) de las ruedas en estas

condiciones? ¿Cuál es la aceleración del punto sobre Ia llanta en contacto con el suelo?

15. Un engranaje cónico cuyo diámetro medio es de 18 cm está montado sobre el extremo saliente de

un eje a 36 cm del cojinete más cercano. La carga sobre el engranaje tiene las siguientes compo-

nentes: tangencial, Ft : S+S kg; radial, Fr : 320 kg; axial, Fa : 225 ke'
(¿) Calcular el momento de torsión en el eje, debido a cada una de las fuerzas.
(b ) Calcular el momento de flexión en el eje en el cojinete más cercano, debido a cada fuetza.

(c) calcular el momento de flexión resultante en el cojinete más cercano.

16. Un reductor de velocidad con una relación de 10 a 1 sometido a una prueba con 1000 rpm a la
entrada y un momento de salida de 58 kg-cm requiere un momento de entrada de 7 kg-cm. ¿Cuál

es su efrciencia?
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17. Un trasportador de banda cuyo movimiento es horizontal recibe arena que Ie cae de una tolva.
Si el trasportador se mueve a 600 m/min y la rata de alimentación de la arena es de 6g00 kg/min,
l,cuál es la fuetza necesaria para operar el trasportador? Despreciar el rozamiento en el mecanismo
de operación del trasportador.

t8. Una viga de acero simplemente apoyada se carga cor.r
una deformación de 1 cm en el punto B. ¿eué fuerza
de 0,25 cm en A?

una fuerza de g0 kg en el punto A y sufre
colocada en B produciia una deformación

19. Un planeta en un sistema de engranajes planetarios se mueve de modo que la velocidad del centro
es 1200 cm/seg y la velocidad angular es 20 rad/seg. iCuál es su energía cinética? Considerar
el engranaje como un cilindro sólido de 4,b kg de peso y 15 cm de diámetro.

2o- La ecuación diferencial de movimiento de un sistema amortiguado del tipo masa-resorte y un
grado de libertad es Bi f 5x I l2x : 0. ¿Cuál es la frecuencia natural de las vibraciones? (Las
unidades usadas son libras, pulgadas y segundos.)

2I. Una varilla de conexión se mueve en forma tal que la aceleración de uno de sus extremos relativa
al otro es 6000 cm/seg2 formando un ángulo de 30o con respecto a la Iínea que qne los dos puntos,
los cuales tienen una separación de 20 cm. ¿Cuál es Ia magnitud de la velocidad angular y de
la aceleración angular?

22- Un cable de acero está enrollado dos veces alrededor de un poste. Una fuerza p se aplica a un extre-
mo del cable y una fuerza de 1350 kg se aplica al otro extremo. Para un coeficiente de rozamiento
de 0,15 determinar (o) la fuerza P necesaria para que el cable se mueva en el sentido de p, (ó) la
fuerza P'necesaria para prevenir el movimiento del cable en el sentido de la fuerza de l3b0 ke.

23. Un bloque cuyo peso es de 45 kg descansa sobre una superficie horizontal. Si el coeficiente de roza-
miento es 0,3 (estático y cinético), ¿cuál es la fuerza de rozamiento que se desarrolla al aplicar al
bloque fuerzas de (a) 4,5 kg, (ó) 9 ke, (c) 13,5 kg, (d) 18 kg en una dirección paralela a la superficie
horizontal?

24. La barra rígida de acero que muestra la figura 1-2 tiene
20 pul de largo, 1 pul de ancho, y 1 pul de espesor. La
barra está en reposo sobre una superficie lisa y repen-
tinamente se le aplica una fuerza p : 2OO lb. Deter_
minar (o) la magnitud del momento máximo de
flexión, (b) el esfuerzo máximo de flexión.

25. Un momento eléctrico constante se aplica al rotor del
motor (Fig. 1-3) el cual tiene un momento de inercia
Iy. El piñón conduce dos engranajes, uno de los cua-
les está conectado a una masa que tiene un momento
de inercia : IU y el otro est,á conectado a una masa
que tiene un momento de inercia : 2IU. La relación
de engranaje Rr: Ds/D, es fija e igual a 3. ¿Cuál
debería ser la relación R2 : D4/D2 para obtener
la aceleración angular máxima del engranaje 4? Des-
preciar la masa de los engranajes.

26.. La barra de acero mostrada en la f,rgura 1-4 tiene 30
pul de largo, 1 pul de ancho, y 1 pul de espesor. La ba-
rra está en reposo sobre una superficie horizontal lisa.
Dos fuerzas igr-rales y opuestas de 200 lb cada una se
aplican repentinamente. Considerando la barra como
rígida, determinar (o) el momento máximo de flexión.
(ó) el esfuerzo máximo de flexión.

Fis. f-2

200 lb

Fls. 1-4
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LA CAPACIDAD AL APLICAR LOS PRINCIPIOS DE LA MECANICA AI ANáIiSiS TACiONAI Y

al diseño de compo-

nentes de máquinas, como en cualquier otra actividad, se desarrolla por medio de la práctica- Los si-

guientes capítulos están concebidos para suministrar dicha práctica por medio de los problemas-

Se sugiere enfáticamente que el estudiante use el siguiente plan de estudio para cada capítulo:

(l) Leer la exposición de la teoría y los principios fundamentales'

(2) Seguir cuidadosamente los problemas resueltos. Usar lápiz y papel. Desarrollar todos ios de-

talles por sí mismo siguiendo las guías dadas. (Algunos de los problemas resueltos están

ampliamente detallados. En otros se han omitido algunos pasos')

(B) Resolver Ios problemas propuestos. Después de leer el enunciado de un problema preguntarse

cuáles principios van a aplicarse. Tomar de referencia un problema similar resuelto, solamente

si esto se hace absolutamente indispensable.

Conservar el trabajo personal en buena forma para usarlo como referencia en el futuro.

Al estudiar Ios ultimos capítulos puede encontrarse ayuda en el trabajo realizado previamente'

(4) Repasar la teoría enunciada hasta que se haya fijado en la mente'

Respuestas a las preguntas de repaso - Capítulo I

l.
2.

3.

4.

D.

6.

69,2 kw

1087 kg-cm

Mu :6788 kg-cm, T : 2275 kg-cm

36,8 kg

Los lados son miembros sometidos a tres
fuerzas.

Consultar cualquier texto corriente de Me-
cánica.

0,47 segundcs

Consultar cualquier texto corriente de Me-
cánica.

567,5 kg-cm

. 2nTN TNkw:(60-)-r--10z wT
Consultar cualquier texto corriente de Me-
cánica de materiales.

(al 28 kgf cm2, (ó) 49 kglcrn2

(a) 45 ke, (ó) a5 ke

382 rpm, 2400 pies/seg2

15. (o )

(ó)

(c)

16. 82,9%

17. 115 kg

t8. 22,5 ke

19. 3310 kg-cm

20. 1,225 rad/seg

21. 16,15 rad/seg, 150 rad/seg2

22. P:8897 kg, P':205 kg

23. (a) 4,5 kg, (b) 9 ke, (c) 13'5 kg'

(d) 13,5 kg

24. 592lb-pul, 3550 Psi

25. R2 : '/T,8: 1,34

26. 575 lb-pul, 3450 Psi

Momento de torsión debido a 545 kg
: 4905 kg-cm, a 320 kg Y 225 ke : O.

Momento de flexión debido a 545 kg
: 19.620 kg-cm, a 320 kg : 11.520

kg-cm, a 225 kg : 2025 kg-cm.

21.800 kg-cm.

a.

8.

9.

10.

11.

t2.
13.

14.



Capítulo 2

Esfuerzos en elementos sencillos de máquinas

nf, OfSnÑO DE MAQUINAS envuelve, entre otras consideraciones, el dimensionamiento apropiado
de un elemento de una máquina para que soporte con seguridad el

esfuerzo máximo que se produce en su interior cuando está sometido a alguna combinación de cargas
de flexión, torsión, axiales o trasversales. En general, los materiales dtctites, tales como los aceros
blandos, son débiles al esfuerzo cortante y se diseñan con base en el esfuerzo cortante máximo; por otra
parte, los materiales frágiles, tales como el hierro fundido y ciertos aceros duros, se diseñan normal-
mente con base en el esfuerzo normal máximo tanto en tracción como en comoresión.

LOS ESFUERZOS NORMALES MAXIMO Y MINIMO,s¿ (max) o s¿ (min), los cuales son esfuer-
zos de tracción o compresión, pueden deter-

minarse para el caso general de una carga bidimensional sobre una partícula por

( 1) sr( max )

tr\ sr(min)

Las ecuaciones (1) y (2) dan los valores máximo y mínimo, donde

sr es un esfuerzo de tracción o compresión en un punto crítico perpendicular a la sección
trasversal considerada, y puede tener su origen en cargas axiales o de flexión, o en com-
binaciones de ambas. Cuando sr es tracción debe estar precedido de un signo más (*),
y cuando es compresión de un signo menos (-).

ty es un esfuerzo crítico en el mismo punto y en una dirección perpendicular al esfuerzo
s¡. De nuevo' este esfuerzo debe estar precedido del signo algebraico apropiado.

T*y es el esfuerzo cortante en el mismo punto cítico actuando en el plano normal al eje
y (plano xz) y en el plano normal al eje .r. Este esfuerzo cortante puede tener su origen
en un momento de torsión, en una carga trasversal, o en una combinación de ambos. La
forma en Ia cual se orientan estos esfuerzos entre sí, se muestra en la figura 2-1.

sn(max) Y s¿ (min) se llaman esfuerzos principales y se presentan sobre planos que forman 90"
entre sí, llamados planos principales. Estos también son planos de esfuerzo cortante
nulo. Para carga bidimensional, el tercer esfuerzo principal es cero. La forma de orienta-
ción de los esfuerzos principales, entre sí, se muestra en la figura 2-2.

6



ESFUERZOS EN ELEMENTOS SENCILLOS DE MAQUINAS

s7x(max )

EL ESFUERZO CORTANTE MAXIMO, r (max), en el punto citico considerado es igual a la mitad

de la mayor diferencia entre dos cualesquiera de los tres

esfuerzosprincipales (no debe subestimarse ninguno de los esfuerzosprincipales nulos). Portanto, para

el caso de ca.ga bidimensional sobre una partícula, tal que produce esfuerzos bidimensionales,

srr(max) - sr(min)

de acuerdo con el mayor valor numérico que resulte' Los planos

inclinados 45o con respecto a los ejes principales, como se muestra

T(max) = o

de

en

sr(min) - 0

2

esfuerzo cortante máximo están

la figura 2-3.

sz( max )
s¿(min)

sr(max )

Fts.2-3

LA APLICACION de las ecuaciones (l) v (2) requiere determinar * , sr y Try en el punto crítico

del miembro de la máquina. El punto cítico es el funto dn el cual las cargas

aplicadas producen los efectos combinados para el esfuerzo máximo. En una viga, los siguientes esfuerzos

.o., ."p.".".rtativos de los que pueden ocurrir, para incluirlos en las ecuaciones (1) v Q) cuando actúan

en el mismo punto.

sx y s]=

'xy

t Y t 4 , recordando que estos esfuerzos pueden ser más o menos, dependiendo de
t "L que sean esfuerzos de tracción o de compresión.

s-, para una sección trasversal circular (cuando estos esfuerzos son paralelos).

momento de flexión, lb-pul (kg-cm)

distancia del eje neutro a Ia superficie más alejada, pql (cm)

radio de la sección trasversal circular, pul (cm)

momento rectangular de inercia de la sección trasversal, pula (cma)

carga axial, (kg) libras
área de la sección trasversal, pul2 (cm2 )

momento de torsión, lb-Pul (kg-cm)

momento polar de inercia de Ia sección trasversal, pula(cma)

esfuerzo cortante trasversal, psi (kg/cm2)'

Tr
I

M=

t_
P=
/

T=Í-J_

stl =

sn(min)

srr(min)
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en la cual

carga cortante trasversal sobre la sección, lb (kg)
ancho de la sección que contiene el punto crítico, pul (cm)
momento del ¿í¡ea de la sección trasversal del elemento, por encima o por debajo del
punto crítico, con respecto al eje neutro, pul3(cms).
4vsr(max) = fi vur^ una sección trasversal circular, y se presenta en el eje neutro.
al/

s?(max) = lj v r^ una sección trasversal rectangular, y se presenta en el eje neutro.

srr(max) = el esfuerzo algebraico máximo, psi (kg/cm2).
srr(min) = el esfuerzo algebraico mínimo, psi (kg/cm2).
7(max) = el esfuerzo cortante máximo, psi (kg/cm2).

PROBLEMAS RESUELTOS

1' Un elemento hipotético de una máqui na tiene 2" de diámetro por 10" de largo y es¡6 soportado como
voladizo en uno de sus extremos. Este elemento se usará para demostrar cómo se determinan nu-
méricamente los esfuerzos de tracción, compresión y corte para varias formas de carga uniaxial.
Notar que en este ejemplo s-y : 0 para todas las disposicione" de la carga, en los puntos cíticos.

(¿) Carga axial aislada.
En este caso todos los puntos del elemento

est¡ín sometidos al mismo esfuerzo.

A:'flpú2
Ps = +: --xA

"y= 
o

srr(max) = sr = +954 psi (tracción)
T(max) = a(954) = 477 psi (cortante)

(b) Flexión aislada.
Los puntos A y B son críticos.

"y 

: O en los puntos A y B (esfuerzo cortante t¡asver-
sal nulo).

".= + ry = + (600)(10)(1)(64)= +?6s0 punroA
^ I 7724

M.
srú = - ; = -7ffi psi en el punto B

srr(max) = *r*O psi (tracción en A)

srr(min) = 0 en el punto A

srr(max) = 0 en el punto B

srr(min) = -7650 
psi (compresión en B)

'r(max) = ,tlzoso¡
= 3825 psi (cortante en los puntos A y B)

VQ

ID
L/-V_
L-

o=

-ry=+s54psi

Fie.2-q

P = 3000 lb

600 lb

P

Fic.2-l



ESFUERZOS EN ELEMENTOS SENCILLOS DE MAQUINAS

(c) Torsión aislada.
En este caso los puntos críticos se presentan a todo

lo largo de la superficie exterior del elemento.

"r= o

.r _ Tr_ (2000)(1)(32) = 1212osi'x, I n2a
sr(max) = +1272 Psi (tracción)

srr(min) = -1272 psi (compresión)

f(max) : 1272 Psi (cortante)

= +4030 psi (cortanteenelpuntoA)

= -4030 psi (cortante en el punto B)

I = 2000 lb-pul

..-R ,r.
| |/\ :Ltrl
A,/ J

Fle.2-1

P = 3000 lb

Flg. 2-8

Fig. 2-6

(d) Flexión y torsión.
Los puntos A y B son c¡íticos.

sx = +Mc /l = + 7650 psi en el punto A

sx = -?650 Psi en el Punto B
rrr=Tr/t=l272Psi
sr(max) = +7650/2 +\/

+3825 + 403 ión en el Punto A)

srr(min) = +3825 - 4030 = -205 psi (compresión en el punto A)

s-(max) = -3825 + 4030 = +205 psi (¡racción en eI punto B)

"-(min) = -3825 - 4030 = -?855 psi (compresión en el punto B)

+ ?855 - (-205)
7(max) = 

2

-?855 - 205

Notar que las magnitudes de los esfue¡zos en los puntos A y B son igriales. Los signos de los esfuerzos

normales máximos indican t¡acción o compresión, mient¡a que los signos de los esfuerzos cortantes máxi-

mos no tienen importancia ya que el diseño se basa en la magnitud.

(e) Flexión y carga axial.

'*y 
: O en los Puntos críticos A Y B'

En el pu¡rto A:

s*-- +P/A + Mc/l = +954 + ?650 = +8604 psi (tracción)

srr(max) = srú = +8604 Psi (tracción)

s-(min) = 0

rimax) = ¿(8604) = 4302 psi (cortante)

En el punto B:

sx= +P/A - Mc/l = +954 - ?650 = -6696 psi (compresión)

s-(max) = 0

{(min) = -6696 psi (compresión)

r(max) = jIOOSO¡ = 3348 psi (cortante)

(/) Torsión y carga axial.
Los puntos críticos son los de Ia superficie exte¡io¡ del

elemento. 2rrDia. 2000 Ib-pul

T(max) =

sx= +P /A
r*, = Tr/t
sn(max) =

srr(min) =

7(maxl =

= +954 psi
-- 1272 psí

+s54/2*rltswz¡r+ Gznf
+477 + 1360 = +1837 psi (tracción)

+477 - 1360 = -883 psi (compresión)

1360 psi (cortante)

Fle.2-9

P = 3000 lb
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(c) Flexión, carga axial y torsión.
Los esfuerzos máximos se presentan en los puntos

Av B.

En el punto A:
sx= +Mc/l + P/A = +?650 + 954 = +8604 psi
rrr= Tr/l = t272 p"i 

, _---
s?x(max) = +8604/2 + \/(8604/2)2 + (t27D2

_= +4302 + 4480 = +8782 psi (tracción)

sr(min) = +4302 - 4480 = -1?B psi (compresión)

z(max) = 4480 psÍ (cortante)

En el punto B:

sr=-7650+954
rrr= 1272 osi

srr(max) = -6696/2
sr(min) = -3348 -
T(max) = 3581 psi

= -6696 psi

+ \[66WD\ enf = -3348 + 3581

3581 = -6929 psi (compresión)

(corta nte)

Fte. 2-10

= +233 lsi(tracción)

P = 3000 lb

= 400psi
comp.

r", = 300nsi

,. Un elemento en voladizo de 4" de largo con una sección trasver-
sal rectangular de 2" ¡ 10" soporta una carga de 6000 lb. ¿Cuál
es el esfuerzo cortante máximo y dónde se presenta?

Solución:
El esfue¡zo cortante máximo puede presentarse en los puntos a lo

largo de A-A debido al momento de flexión, o puede presentarse en los
puntos a lo largo de B-B debido a la carsa cortante trasve¡sal.

3. Un punto crítico en un elemento de una máquina está
sometido a un régimen biaxial de cargas que produce
esfuerzos sr, sy y .rx.v como muestra la figura. Deter-
minar los esfu-erzos áormales máximo y mínimo y el
esfuerzo cortante máximo.

Solución:

s.(max) - -400- 1200 ll-4oo - l-1200\ \2

2:' v(-i---'¡ +1roor2

= -300 psi (cornpresión)

sr(min) = -1300 psi (compresión)

7(max) - sn(mi!) - o 
-- -650 psi,

¿

ya que el te¡cer esfuerzo principal es cero.

6 000 Ib

Ftg. 2-11

l200psi comp.

Puntos a lo la¡go de A-At 
r1.u*¡ = + +- (6000)(4)(5X12) 

= 360 psi (cortante)2 | (2) (2) ( to3)
Puntos a lo largo de B-B,

7 (max) = +X = t?iÍü8i' = 450 psi (compresión)

Por tanto, el esfuerzo cortante máximo se debe a la carga cortante trasversal y se presenta a lo largo del
eje neutro B-B.

t

FIc,.2-12
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4. Dibujar el diagrama de momentos de flexión para los elementos de máquinas que se muestran'

Fle.2-r4

D,?

Flg.2-13

2000 lb

1000

D

+r7
lb

101

:-15.ooo lb-pul

Fig.2-15

5. una varilla de acero de 2" de diámetro está sometida a una carga de 2000 lb y a un momento de

torsión de 1000 lb-pul, como se muestra en la figura 2-17' Determinar el esfuerzo máximo de trac-

ción y el esfuerzo cortante máximo.

Solución: 'El esftrerzo,crítico está en A.

"]= o

I = 1rd4 / 64 = 'n24 / 64 = 0,785 pula

! =1rd4/32=7124/32 = 1,57Pula

2rtDia.

1000Ib-Pul

Ib

.000
-puI

"*= r+-+= -ry.(%%*D =+3r8opsi

,.-.=L - (looo)(1)= 63?psi'xy I t.57
sr(max) = +3180/2 + t/6rco/zl2 + (631)2 = +3305 psi (t¡acción)

z(max) = l?rso/F;iuu¡ = 1?15 psi (cortante)

M =-(qü)
M =-(bxQ)

-21.600 
lb-pul

Flg.2-16

1r

2000 Ib
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ESFUERZOS EN EL¡]NIENTOS SENCILLOS DE MAQUINAS

Una varilla de hie¡ro fundido de 3" de diámetro soporta una carga axial de compresión de 12.000 lb)¡ un momento de torsión de 2500 lb-pul, como muestra la figura 2-18. Determinar los esfuerzosnormales máximo y mínimo.

Solución:

"-1 
= o

(12.000)(4)
* = ____:;- = _t?00 psr

-- (2500) (1,5 ) (32)
\\ = 

-- 734 = 472 Pst

sr(max) = -t700/2 + \,@00/D2 + G
= +122 psi (tracción)

sr(min) = -1822 psi (compresión)

Calcular el esfuerzo normal numéricamente mayor y el
esfuerzo cortante máximo en la sección A_A de un ele_
mento que se encuentra cargado, como muestra la figura
2-t9.

Solución:

" 
: (200)(8) : 1600 lb-pul debido a la carga de 200 lb

M : (500)(8) : 4000 lb-pul debido a la ca¡sa de ilO lbM : (200)(10) : 2000 lb-pul debido a Ia ca.ga de 200 lb A

El momento total de flexión es el vector suma de los dos
inomentos de flexión-

,'[(total) = r?ooo, * :ooo, = 44?o lb-pul
P Mc b00 (44?0) (1) (64)
Á-7=-; =-584ePsi

,rn= ! = g = 
(16)(1-600) 

= ro2oosi4) t nds n23 ^v<\' YUr

sr(min) = -sl4s/2 - \l6ufnf;lro;¡! = -6025 psi (compresión)

r(max) = t/@4r7* - @rl2 = 3100 psi(corrante)

Observar que s¿(min) es numéricamente el mayor esfuerzo
no¡ma l.

t.

Fis. 2-18

Fic. 2-19

A

M: 2000 lb-pul

8. Determinar el espesor que debe tener el
como muestra la figura 2-20, con el fin

Solución:
,4/ = (1000)(2)

= 2000 lb-pul en A-A
P 

= !!qqAzt
D tt^sz(max)=5r=-1, +r¡cAI

_ 1000 , (2000)(1)(12)
2b - ,%-

= 10.000 psi

ó : 0,115 pul espesor requerido para
limitar el esfuerzo a 10.000 psi.

soporte de acero en la sección A-A, cuando está cargado
de limitar el esfuerzo de tracción a 10.000 psi.

l'r
ni

I = 2500 lb-pul

P = 12.000 lb

1000 Ib

'-Z'j

1000 lb

1000 tb

Fic,2-20
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9. La varilla lateral paralela de una locomotora
pesa 60 lb por pie. La longitud OP es 15 pulgadas
y el radio de la rueda motriz es 3 pies. Si la ve-

locidad de Ia máquina, es 60 mi/h y la fuerza
motriz por meda es 10.000 lb, hallar el esfuerzo
normal máximo y el esfuerzo cortante máximo
en Ia varilla, debidos a la inercia y a la carga
axial para la posición mostrada en la figura
2-21. Tener en cuenta el peso de la varilla. La
sección trasversal de la varilla es 3" x 6't.

Solución:

A 60 mi/h las ruedas giran a 4,67 radlseg-
Todos los puntos sobre la va¡illa lateral tienen 10.000 lb

una acele¡ación dirigida hacia abajo, a, .

"b= "o- obo= apo,Ya que ao= 0.

apo = ra2 = (15/12)(21r x 4,67 )2 = 1080 pies/seg2

Peso total de la varilla : (60)(6,5) : 390 lb.

Fue¡za de inercia actuando hacia arriba sob¡e Ia va¡illa : (.3,9l¡F2,2) (1080) : 13'100 lb'

Fue¡za neta hacia a¡riba sobre la varilla : 13.100 - 390: 12'710Ib'

La fuerza axial F puede determinarse usando la rueda t¡asera y la varilla como cuerpos libres y tomando

momentos al¡ededo¡ del cent¡o de la rueda, O.

15-F: (10.000)(36), 1,: 24.000 Ib carga axial

El momento máximo de flexión pala una viga simplemente apoyada sometida a una carga ulriforme-

mente repartid,a es WLIS : (12.710) (?8)/8 : 124.000 lb-pul

l3

P

"x= A
+ M" _ 24.0(n + (124.000) (Q (12) 

= 8230 ps;
1 18 (3X6)"

F.ie.2-21

10.000 Ib

sr(max) = sr = 8230 Psi (tracción)

z(max) = B23O/2 = 4115 psi (cortante)

1O. Un soporte en Z está sostenido y cargado, como

muestra la figura 2-22. Calcular el esfuerzo cor-
tante máximo en la sección A-A y en Ia sección

B-B.

Solución:

de
,ry

Usando Ia parte del soporte que está por encima

A-A como cuerpo libre: En el punto N, s,y : 0 y
:0.

P Mc 10.000
-x A I l0

(10.000) (7) (1) (12)

(5X2)3

= _22.OOO psi (compresión)

z(max) : 22.OOO12 : 11.000 psi (cortante)

Usando la parte del soporte que está a Ia izquier-
da de la sección B-B como cuerpo libre: En los puntos

Q y ft, 
".y - 

0 Y rxy:

(10.000) (9)( 1x 1 2)

( 5)(2)3

= 2?.000Psi (tracción en el Punto R Y

compresión en Q)

r(max) : 27.OOO|2: 13.500 psi (cortante en la sección B-B).

Mc

^I

10.000 lb

F.le,.2-22
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Un picaporte de acero tiene $rr de ancho. Una fuerza P de 600 libras está distribuida uniforme-mente sobre é1, como muestra la frgura 2-23. Determinar los esfuerzos máximos de tracción, com-presión y de corte en la sección A-A y en el punto B.

300 lb-pul

?200 psi

s" = 5400 psi

>=0

Solución:

En la sección A-A:

Flc.z-zt

El punto crítico está en las fibras supe-
rlores.

Mc

""= T +
P _ (600 x 1,5 XlX12) + 600
A e,25) e)3 e,25) (2)

= 6600 psi

= 6600 psi (tracción)

= tt3:'r(9::l!-t" = ?2oo psi (t¡acción)
(0,25) ( 1)"

'ry= o

Mcs",=-)l

sz=0,

sn(max) =

sr(max) : * : 6600 psi (tracción)
en las fibras superiores de la
sección A_A.

sr(min) : -4200 psi (compresión)
en las fib¡as inferiores de la sec-
ción A-A.

7(max) :660012: 3300psi (cortante) en
las fibras superiores de A-A.

*r5=* ,PT;
6600 psi (t¡acción)

q,(maI) -o = 36oo psi(cortante)

sn(min) =

12.

7(max)

Determinar el esfuerzo normal máximo y el esfuer_
zo cortante máximo en la sección A_A para el ci_
güeñal mostrado en la figura 2-24, suponiendo una
carga concentrada de 2000 lb en el centro del pasador.

SoIución:
Los puntos c¡íticos están en las fib¡as delante¡as v tra-

se¡as de la sección.

M = (2000)(3,5) = ?000 lb-pul
? = (2000)(5) = 10.000 lb-pul

".=+ - (?ooo)(115)(64) 
= 264oosin I TrG\ 

ev¡v Pu¡

,*r=I - (10.000)(l'5)(32) 
= 188bpsi A

I nr*¡
-s,r(max) = 2640/2 + {(26407*T $l* = 3620 psi (tracción)
r(max) = ,/e6n7*T7rBB5F = 2300 psi (corrante)

r'l

j ll = 900 lb-pul

6600 + ?200 lrcAoo - ?200\?
2 -V\ 2 /

7200 psi (tracción)

Fls.2-24
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13. En el rotor de una turbina de gas se ha encontrado un
esfuerzo radial de + 3000 psi y un esfuerzo tangencial
de * 7000 psi en un punto, como muestra la figura 2-25.

¿Cuál es el esfuerzo cortante máximo en dicho punto?

Solución:
s" = +3000 psi

s, = +7000 psi

sr(max) = s] = ?000 Psi (tracción)

r(max) - ?000-- 0 = 3500 psi (cortante)

F'g.2-2t

PROBLEMAS PROPUESTOS

Una viga en voladizo con sección t¡asve¡sal ci¡cular se carga

como muestra la irgura 2-26. En términos de T, F, L, d, y P,

expresar

(o) el esfuerzo máximo de t¡acción en el punto A,
(b) el esfuerzo máximo de compresión en el punto A,
(c) eI esfuerzo máximo de tracción en el punto B,
(d) el esfuerzo máximo de compresión en el punto B,
(e) el esfue¡zo cortante máximo en ambos puntos.

Resp. Ver el problema resuelto 1 F.le.2-26

15. Un elemento de acero tiene aplicados un momento de to¡sión de 1000 lb-pul y una ca¡ga axial de 2000 Ib, como

muestra la figura 2-n. Lctrál es Ia magnitud de (o) el esfuerzo cortante máximo, (b) el esfuerzo normal máxi-

mo, (c) el esfuerzo normal mínimo?

2rrDia
5000Ib-pul

15.000 lb

Fle.2-27 F.le,2-2t

16. Una barra circular corta de 2" de diámetro tiene un par de 5000 lb-pul y una carga de compresión de 15.000 lb

aplicada, como muestra la figura 2-28. Determinar (o) el esfuerzo co¡tante máximo en la barra, (b) el esfuerzo

máximo de tracción en la barra, (c) el esfuerzo máximo de compresión en la barra.

Resp. (o) 3980 psi, (b) 1590 psi, (c) 
-6370 

psi (compresión)

l5

t4.
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17. Determinar el esfuerzo cortante máximo en el elemento que muestra la fizura 2-2g.

r000 lb 2000

Fls.2-29 PU.2-30

Resp. 1785 psi (cortante)

lb-La la prígina

l8' Una manivela tiene una carga de 2000 lb aplicada, como muestra la figura 2-30- Determinar el esfuerzo cor-tante máximo en la sección A_A donde el diámet¡o es 2 pulgadas.
Resp. (sr: 28.000 psi, rrr: 1f.450 psi), r(max) : lg.t00 psi

l9' Las tres componentes de la fuerza total que actúa sobre el engranaje cónico son perpendiculares entre sí, siendola fue¡za de 1000 lb perpendicular al papel y actuando en el ¡adio medio del engranaje, como muestra la figura2-31' Dete¡rnina¡ el momento máximo de flexión y el esfuerzo cortante máximo en la sección A-A.Resp. M: 81b0 lb-pul, r(max) : 6120 psi

E rE. .-úL Fls.2_32

2o' Un soporte de acero de las dimensiones mostradas en la figura 2-32 se carga con dos fuerzas de 5000 lb. Se des-precian tanto el peso del soporte, como cualquier concent¡ación de esfue¡zos. Si el esfuerzo de t¡acción máximoen el soporte no debe excede¡ de 5000 psi, ¿cuál es el valo¡ mínimo que puede tener la longitud r?Resp. 4,29 prtl

21. La varilla lateral paralela de una locomotora pesa 60 lb/pie.
La longitud OP es 16 pulgadas y el radio de la ¡ueda.mo-
t¡iz es 3 pies. Si la velocidad de la máquina es 25 mi/h
y la fuerza de t¡acción por rueda es 10.000 lb, encontrar
el esfuerzo no¡mal máximo y el esfuerzo co¡tante máximo
en la varilla lateral debidos a la inercia y a la carga axial.
La sección trasversal de la va¡illa es S,, ¡ 6,,. 1

Resp. Aceleración de la varilla : lTg0 pies/seg2 hacia
a¡riba
Fuerza de inercia sobre la varilla : 83.400 lb hacia
abajo
Carga axial sobre la varilla : 22.b00 lb (compresión)
srr(max) : 27.W psi (tracción)
gr(min) : 

-29.500 
psi (compresión)

r(max) : 15.750 psi (cortante)

Engranaje

Flc. 2-31

Fig. z-gs



ESFUERZOS EN ELEMENTOS SENCILT,OS DE MAQUINAS

Los esfuerzos en un eje huecr¡ debidos a uu ajuste de presión son 5000 psi y

como se muestra en Ia figura 2-34. ¿Cúl es el esfuerz<.¡ cortante máximo en

t7

,q

23.

24.

9000 psi en tracción, en un Punto,
el punto?

2000 Ib

3oo

Fie.2-34 Fie.2-35

Determinar el esfuerzo normal máximo y el esfuerzo cortante máximo en la sección A-A para la manivela

mostrada en la figura 2-35, si una carga de 20ü) Ib, que se supone concentrada, se aplica aI centro del pasador.

Despreciar el efecto de la fuerza cortante t¡asversal en este problema.
Resp. s* : 2€/r0 psi, z"o: 1&30 psi, r(max) : 2100 psi (cortante), sr(max) : 3420 psi

S<¡bre las aletas de una viga I se sueldan peldaños de escalera, comr-¡ muest¡¡ la figura 2-36' Diámetro de los pel-

daños: 1". Para dar espacio al pie el peldaño está doblado 3" hacia afuera en un plano horizontal. Suponiendo

que los soportes ext¡emos proporcionados por las aletas son rígidos, calcular los esfuerzos cortantes máximos

que se inducen en el peldaño cuando un hombre de 180 Ib pone su pie en el centro de la luz. Despreciar Ia cur-

vatu¡a del peldaño al calcular el esfuerzo máximo. Resp. 'r(max) : 2200 psi

Ib peso

Fic,.z-37

25. IJn peso de 2000 lb está suspendido de un soporte curvo, como muestra Ia figura 2-37. El soporte es trasportado

sobrg una plataforma móvil cuya aceleración es 8 pies/seg2. Encont¡ar el diámetro necesa¡io de la barra de

modo que el esfuerzo cortante máximo en su base no sobrepase de 10.000 psi. Resp. 2,4I"

26. Una manivela construida con secciones cilíndricas soldadas re-

quiere una carga de 250 lb para vencer la resistencia cuando ."'huUu
en la posición mostrada en la frgura 2-38.
(¿) Calcular los esfuerzos cortantes y normales máximos inducidos

en la sección A-A,.
(b) Determina¡ los esfuerzos cortantes máximos inducidos en Ias

partes I, II, y III.
Resp. (a) s¿(max) : 29.000 psi, r(max) : 15.000 psi

(b) 10.550 psi para la parte I, 6880 psi para II, 15.000 psi
para III

Fig.2-38

1 " Dia.



Capítulo 3

Ajustes y tolerancias

LoS AJUSTES deben especificarse para asegurar el montaje apropiado de miembros de máquinas
que se acoplan. Como es imposible fabricar partes de máquinas que tengan exacta-

mente las mismas dimensiones, se han concebido sistemas que permiten tolerar variacrones pequenas
en las dimensiones de las partes que se acoplan sin sacrificai .r, trr.r"io.ramiento adecuado.

El tamaño nominal* es el tamaño aproximado decidido por el proyectista y al cual se aplicanlas discrepancias y las tolerancias para llegar al dimensionamiento de las partes que se acoplan.Las dimensiones básicas son las dimensiones con respecto a las cuales ." p".*ita¡ las varia-ciones' Tol la variación máxima permisible en el tamaño de la parte. Holgura (o inter-ferencia) es ia real en el tamaño de las partes que se acoplan. Disciepancia es la diferenciaentre las di básicas de las partes que se acoplan. La tolerancia puede ser bilateral, en cuyocaso se permite que el tamaño de la parte vaúe por encima y por debajo del tamaño básico, tal como
2'500 t 0,003; o unilateral, en cuyo caso la parte puede ser exclusivamente o más grande o más peque-
ña que el tamaño básico' tal como z'soo ]3;333 . El orificio normal básico que tiene tolerancias unilate-
rales es el recomendado por la American Standards Association. En el sistema del orificio básico el diá-rnetro mínimo del orificio es la dimensión nominal.

EL ORIFICIO NORMAL BASICO da ocho clases de ajustes que van desde el ajuste holgado hasta
el forzado o de presión.

1' El ajuste holgado tiene una gran discrepancia y está concebido para aplicaciones en las cuales
la precisión no es esencial, tales como en el caso de algunos equipos agrícolas, de construcción
de carreteras y de minería.

2' El ajuste libre se recomienda para usarlo en cojinetes gi.ratorios donde Ia velocidad es 600 rpm
o mayor' La discrepanci4 es suficiente para suministrar una lubricación satisfactoria en equi-
pos tales como generadores, motores y algunas partes de aut,omotores.

3' El ajuste medio se usa para ajustes de carrera por debajo de 600 rpm y para ajustes deslizantes
en equipos tales como máquinas, herramientas de precisión y partes de automótores.

4' El ajuste estrecho es el ajuste más próximo que puede montarse a mano, para usarse en donde
se permite un juego muy pequeño y donde no se pretende que las partes móviles se muevan
libremente bajo carga.

5' El ajuste timbrante es prácticamente un ajuste metal a metal y no es intercambiable sino de
montaje selectivo. Para montar las partes se requieren unos golpes suaves con martillo.

6. El ajuste apretado tiene una interferencia metálica y se usa para un montaje semi-permanente
recomendable para ajustes conductores o de presión en secciones livianas.

7' El ajuste semi-forzado requiere una presión considerable para el montaje y se usa para ajustes
de presión en secciones medianas o en ejes largos y es el ajuste más apretado que puede usarse
segrrramente con miembros externog de hierro fundido. Es recomendable en ajustes de presión
sobre ruedas de locomotora, ruedas de automóvil, armaduras de generadores y motores.

8' El ajuste fotzado se usa como ajuste de fuerza o presión para miembros externos de acero en los
cuales se requiere una gran adherencia, tales como en llantas para ruedas de locomotora y
discos cigüeñales pesados de máquinas grandes.

* En otras partes del texto, tamaño "nominal" puede significa¡ una dimensión "de nombre,, que no guarda ningu-
na ¡elación especial con la dimensión real, como es el caso del tamaño nominal de una tuberá.

l8
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DISCREPANCIAS Y TOLERANCIAS RECOMENDADAS

LAS DISCREPANCIAS Y LAS TOLERANCIAS tal co-
mo se

aplican al orificio normal básico se muestran en la figura 3-1.
Notar que las dimensiones del orificio son las mismas, tanto
para ajustes móviles, como para ajustes apretados.

d = dimensión nominal
ü¿ = tolerancia de orificio
ús = tolerancia de eje

o = discrepancia

i = interferencia media seleccionada (también llama-
da discrepancia negativa en ajustes de interfe-
rencia)

l9

I

I

I

l

Clase de
Ajuste

Método de
Montaje Discrepancia

Interferencia
media

(Discrepancia
negativa)

Tolerancia
de orificio

Tolerancia
de eje

l. Holgado

2. Libre

3. Medio

4. Estrecho

5. Timbrante

6. Apretado

7. Semi-forzado

8. Forzado o de
presión

lntercambiable

Selectivo

2

o,oo25 d3

0,0014 d3
2

0,0009 d3

0,0000

0,0000

0,00025 d

0,0005 d

0,00 10 d

1

0,0025 d3
1

0,0013 d 3
1

0,0008 d 
3

r
0,0006 d 3

1

0,0006 d 3
L

0,0006 d 3

I

0,0006 d3
1

0,0006 d3

1

0,0025 d3
1

0,0013 d 3

1

0,0008 d 
3

0,0004 d 3'
1

0,0004 d3
7

0,0005 d 3

I
0,0006 d 3

1

0,0006 d3

tes

EL MONTAJE SELECTM es la práctica de separar las partes en grupos de diferente tamaño y
luego montarlas en grupos que se corresponden, con el fin de obtener

ajustes más estrechos que de otra manera no serían factibles económicamente. Por ejemplo, suponga-
mos que se van a fabricar ejes de 1 pul con un ajuste clase 2, con dimensiones que van desde 0,9986 pul
hasta 0,9973 pul. Los cojinetes correspondientes se fabrican con dimensiones que van desde 1,0000 pul
hasta 1,0013 pul. Si se ejecuta un montaje totalmente intercambiable, la holgura variará desde 0,0014
pul hasta 0,0040 pul.

No obstante, si se quiere mantener el intervalo de holgura entre 0,0020 pul y 0,0034 pul, por razo-
nes de lubricación, se pueden agrupar los ejes y los cojinetes en dos grupos como se indica:

^ f Cojinetes 1,0000 pul a 1,000? pul
urupo A 

\ n¡." o,99zg pul a 0,9980 pul

f Cojinetes 1,000? pul a 1,0013 pult'rupo rt 
1 nj." 0,9980 pul a 0,9986 pul

(Clase

Para ajustes (Clase 5-8)

Ftg.3-1
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Con intercambiabilidad completa dentro del Grupo A, el intervalo de holguras obtenido irá desde
0,0020 pul hasta 0,0034 pul; y con intercambiabilidad completa dentro del Grupo B, de 0,0021 pul
a 0,0033 pul. Lo que se ha hecho, efectivamente, es obtener el beneficio de tolerancias menores que
aquellas para las cuales se maquinaron las partes. Esto se ha realizado a costa de alguna intercam-
biabilidad.

Si las partes se dividieran en más grupos, el'margen de holgura podría reducirse aún más.
El mismo procedimiento de usar montaje selectivo se sigue para ajustes de interferencia. Aquí

la razón es mantener los esfuerzos máximos dentro de los límites convenientes.
En la tabla de Discrepancias y Tolerancias Recomendadas, bajo la columna Método de Montaje,

las clases 1 a 4 se describen como intercambiables, donde este término signifrca simplemente que todas
las partes dentro de una clase ajustan libremente; en forma similar, con las clases 5 a 8, Montaje Selec-
tivo significa que las partes deben agruparse de modo que permitan el Método de Montaje que garantice
el ajuste descrito.

LOS ESFUERZOS DEBIDOS A LOS AJUSTES DE INTERFERENCIA pueden calcularse con-
siderando como cilin-

dros de pared gruesa a las partes que se ajustan, por medio de las sigrientes ecuaciones (Fig. 3-2):

'c do+dc
dc

Pi

Ei A
donde

p
'c

6

d¿

dc

do

presión en la superficie de contacto, psi
(kglcm2)
interferencia total, pul (cm)
diámetro interior del elemento interno, pul (cm)
diámetro de la superficie de contacto, pul
(cm)

diámetro exterior del elemento externo, pul (cm)
(cm)
relación de Poisson para el elemento externo
relación de Poisson para el elemento interno
módulo de elasticidad del elemento externo,
psi (kglcm2 )

módulo de elasticidad del elemento interno,
psi (kglcm2)

-. '2 ,2. ,2
u\dc- di)(do

Elemento interno

Elemento externo

lro
Fip.="o

D-
"i

Fig' 3-2

Si ambos elementos son del mismo mate¡ial, la ecuación anterior se reduce a

E
U,c

zai<ai- ai>

-a^')

Después de encóntrar p¿, los esfuerzos tangenciales reales en las diferentes superficies, de acuerdo con la
ecuación de Lamé, (para usarla conjuntamente con la teoría de rotura por esfuerzo cortante máximo),
pueden determinarse por:

Sobre la superficie en d6, 'to
a^- a^

2
2pd.CC

Sobre Ia superficie en d6 para el elemento externo, stco =
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tcí= -r,(ÉÉ\- \d"-d¡l
-zp-¿i

Sobre la superficie en d¿, "ti = ñdc-dí

Los esfuerzos tangenciales equivalentes en las diferentes superficies, de acuerdo con la ecuación de
Birnie, (para usarla conjuntamente con la teoría de rotura por deformación máxima), pueden determi-
narse por:

2p d'
Sobre la superficie en de para el elemento externo, sfo = ;+ao-ac

| ¿1.¿3 \
Sobre,la superficie en d" para el elemento externo, "lro = prlp_? * uo 

l\do- dc 
'L2. ,2 \

Sobre Ia superficie en d¿ para el elemento interno, "'t"í = - o.( "lJ"l, - É,¿ )" \ d"-du I
-2o d.'

Sobre la superficie en d¿, 
"'t¿ = ;+a^-a:

FUERZAS Y MOMENTOS DE TORSION. La fuerza axial máxima F¿ reeuerida para montar un
ajuste forzado varía directamente con el espesor y la

longitud del elemento externo, la diferencia en los diámetros de las partes que se acoplan y el coeficiente
de rozamiento. Este valor de la fuerza puede aproximarse por

Fo = frdLe,
El momento de torsión que puede trasmitirse en un ajuste de interferencia sin que ocurra desliza-

miento entre el elemento externo y el eje puede estimarse por

fp^nd'Lr = -'^
donde

Fa = fuerza axial, lb (kg)

T = momento de torsión trasmitido, lb-pul (kg-cm)

d = diámetro nominal del eje, pul (cm)

í = coeficiente de rozamiento

L = longitud del elemento externo, pul (cm)

pc = presión de contacto entre los elementos, psi (kg,/cm2)

EL MONTAJE DE AJUSTES DE PRESION se facilita con frecuencia, calentando el elemento ex-
terno hasta que se haya dilatado en una cantidad por

lo menos igual a Ia interferencia. El cambio de temperatu:a AT requerido para producir un aumento I
en el diámetro interior del elemento externo puede determinarse por

Añ D/lt
ed¡



22

donde

AJUSTES Y TOLERANCIAS

E = interferencia diametral, pul (cm)

d = coeficiente de dilatación lineal, por "F (por "C)

Af = cambio de temperatura, 'F ("C)

dU = diámetro inicial del orificio antes de dilatarse, pul (cm)

También se puede enfriar el eje por medio de un refrigerante tal como el hielo seco.

PROBLEMAS RESUELTOS
l, ¿Cuáles son los valores de la discrepancia, tolerancia de orificio, y tolerancia de eje para las sigrientes

dimensiones de partes que se acoplan de acuerdo con el sistema del orificio básico?

Orifrcio 1,5000"
1,5009"

Eje 1,4988"
t,4978"

Eje 1,5" - a a: O,0012"

ú¿:0,0009" a 1,5"-a-t5 ¿s:0,ü)10"

Solución:
Orifrcio 1,5000"

a 1,5" I t¡

2.

3.

Un eje de 3" gira sobre un cojinete. La tolerancia para eje y cojinete es 0,(X)3" y la discrepancia requeri-
da es 0,004". Dimensionar el eje y el orificio del cojinete de acuerdo con el orificio normal básico.

Solución:
OriFrcio d:3,000,' Eje d.-a:2,996"

d I tn : 3,oo3" d - ts -a :2,993"

Un ajuste semiforzado sobre un eje de 3 pul requiere una tolerancia de orificio de 0,009 pul, y una in-
terferencia media de 0,0015 pul. Dar las dimensiones apropiadas del eje y del orificio de acuerdo con
el orificio normal básico.

Solución:
Orificio d : 3.0000"

d+th:3,0009"
Eje d*i :3,0015"
d+i+ts:3,0o24"

4. (a) ¿Cuálesladiferenciaeneltipodemontajeusadocorrientementeenajustesdecarrerayajustesde
interferencia?

(b) Si se deseara un ajuste semiforzado (interferencia de 0,0015"), ¿cuál eje debería acoplarse a cada
rueda dentro del siguiente grupo?

Rueda A B C
Diámetro del orifrcio 3,0009" 3,0005" 3,0000"

Eje A' B' C'
Diámetro 3.0015" 3.0020" 3.0024"

Solución:

(o) Los ajustes de carrera son estrictamente intercambiables mientras que los ajustes de interferencia requieren
un montaje selectivo.

(b) Para un montaje selectivo A' debería acoplarse con C, B'con B, y C'con A.

5. Dar las dimensiones para el eje y el orificio en los siguientes casos: (o ) un cojinete de ! pul para un mo-
tor eléctrico, (á) un ajuste semiforzado sobre un eje de 8 pul, (c) un cojinete de 2 pul sobre el mecanis-
mo de elevación de una motoniveladora.
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6. Una práctica común es la de diseñar un anillo externo de modo que su diámetro exterior sea cerca del
doble del diámetro del orificio. Se sabe también que un montaje selectivo debería usarse cuando se

presiona un anillo externo sobre un eje. El propósito de este problema es determinar qué tan pequeños
y qué tan grandes pueden ser los esfuerzos con un ajuste forzado (clase 8) en el cual el montaje no es

selectivo. Determinar, para un eje sólido de 1", Ios esfuerzos tangenciales máximos y mínimos que
resultarían si se usaran las interferencias máximas y mínimas para un anillo extern o cort 2" de diáme-
tro exterior. El eje y el anillo están hechos de acero. La relación de Poisson puede tomarse igual a 0,3.

Solución
d¿ = O, dc = ltt, do = 2tl

Prime¡o se dete¡mina la presión radial sobre la superficie de contacto, p.. Puesto que tanto el eje como el ani-
llo son del mismo material,

6t 63,- a'¡6f,- a'rt ^622td(30)(10 )(1 - 0)(2 - 1-)
= E (rr,zs) (ro")(

c 322
2dr(do- d¿) (2) (13) (22- o)

Entonces, usando la ecuación de Lamé se determina el esfuerzo tangencial en la superficie de contacto del
elemento externo,

¿?+¿2 ^ 2'* t'
"¿co = e""., 

.e 

"-3 = E (tt,zsl Go6)'--:-2 2 = 6 tts.zsl (to6)
" d;-d; 2' - f

Para un ajuste clase 8, la dimensión del orificio puede variar desde 1,0000" hasta 1,0006" y la del eje desde
1,0010" hasta 1,0016"; entonces D(max) : 0,0016", E(min) : 0,0004", y

Solución:
(a) Un ajuste libre, clase 2, sería recornendable para

Discrepancia : 0,0014 \ 0,52/s : 0,0009 pul
Dimen. o¡ificio: d hasta d + th:0,5000
hasta 0,5010 pul

(b) Interferencia : 0,0005 ¡ 8 : 0,0040 pul
Dimen. orificio : d hasta d 1- tll : 8,0000
hasta 8,0012 pul

(c) Un ajuste holgado, clase l, sería recomendable.
Discrepancia : 0,0025 x 22/3 : 0,004 pul
Dimensiones del orificio : 2,000 hasta 2,003 pul

srco(max)

sr"o (min)

un cojinete ordinario de un motor eléctrico.

Tolerancia (eje y orificio) : 0,0Of3 x 0,5r/s : 0,0010
pul
Dimen. eje: d-o hasta d-a-fs:0,4991 hasta
0,4981 pul

Tolerancia (eje y orificio) : 0,0006 x 8r/3 : 0,0012 pul
Dimen. eje : d * i hasta d + i + ús : 8,0040 hasta
8,0052 pul

Tolerancia (eje y orificio) : 0,0025 z 27/s : 0,003 pul
Dimensiones del eje : 1,996 hasta 1,993 pul

(0,0016)(18,75)(rOe¡ - 30.000psi
(0,0004)(18,75)(106) : 7.500psi

t.

I

I

I

I

I

I

Un eje de acero de 6 pul de diámetro debe tener un ajuste de presión con un anillo externo de 12 pul
d. e. por 10 pul de largo, fabricado en hierro fundido. El esfuerzo tangencial máximo debe ser 5000
psi. E : 30 X 106 psi para el acero y 15 X 106 psi para el hierro fundido; ¡¿ : 0,3 para ambos
materiales; f : 0,12.
(o) Determinar la interferencia diametral máxima.
(b) ¿Qué fuerza axial Fo se necesitarápara presionar el anillo sobre el eje?
(c) ¿Qué momento de torsión puede trasmitirse con este ajuste?

Solución:
(¿) El esfue¡zo tangencial máximo se presenta sobre la superficie d,¿para el miembro externo:

5000 = p. (++)stco = P. = 3000 lsi
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Usando

D=,C

d,
,2. ,2ao* dc ltí

22---
E (d -d\ E.ooc7,

ó
3000

^ f 62+ o r22+ 62
-ta-c-" 

fr:ol(t06)(02- 0) ob)(106)( r22- 62)

de la cual D: O,OOZZA pul (interferencia diametral máxima permisible).

(b) Fo = fndLp, = 0,12n(6)(10)(3000) : 67.800Ib

(c)T = fp.7rd2L/2 = Fo(d/2) = 6?.800(6/2):203.400lb-pul

0.3 * 0.3 _l(ritrt ' (*xñ5J

8. Un anillo externo de acero fundido cuyo diámetro mínimo es 4,000 pul debe colocarse sobre un
eje cuyo diámetro máximo es 4,006 pul. Suponiendo una temperatura ambiente de 70"F, un coefi-
ciente de dilatación lineal para el acero de 0,0000063 por grado Fahrenheit, y una holgura diametral
deseable de 0,002 pul, ¿cuál debe ser la temperatura a la cual debe calentarse el anillo de modo que
permita un montaje sin interferencia?

.Solución:

El diámetro del anillo debe diratarse hasta 4,008 pul aT : dr-#-rtr-r¡- 
: 31?".

El anillo debe calentarse a una temperatura mínima de: 70" f 317' : 387'F.

PROBLEMAS PROPUESTOS
9. ¿Cuáles son los valores de la discrepancia, tolerancia de orificio, y tolerancia de eje para las siguientes dimensiones

de pa.rtes que se acoplan, de acuerdo con el sistema del orificio básico?

Orificio 1,750O Eje 1,7490
1,7506 1,7483 Resp. t¡:0,0006, o :0,0010, ts : 0,0007

1O. ¿ Cuáles son las dimensiones cor¡ectas para acoplar un eje de 6 pul de diámetro con un anillo externo para produ-
cir un ajuste de clase 8?

Resp. Oriflrcio 6,0000 Eje 6,0060
6.0011 6,0071

Un ajuste semiforzado sobre un eje de 3 pul requiere una tolerancia de orificio de 0,0009 pul, una tolerancia de
eje de 0,0009 pul y una interferencia media de 0,0015 pul. Determinar las dimensiones apropiadas para el eje
y el orificio.

Resp. 3,oooo v 3'ool5- 3.0009 " 3.N24

Un anillo externo de acero de 1?j pul d.e. x 10 pul d.i. debe tene¡ un ajuste de presión sobre un eje de acero de
10 pul de diámetro. El esfuerzo tangencial en la superficie de contacto debe ser 15.000 psi. La longitud del anillo
es 12 pul- (a) ¿Cuál es el esfuerzo radial en la superficie de contacto? (b) ¿Qué momento de torsión puede tras-
miti¡se si el coeficiente de rozamiento es 0,18?

Resp. p" : 7600 psi, ? : 215.000 libras-pie

Un anillo externo de acero de 2" d.e. X 1" d.i. debe montarse sobre un eje de acero de 1" de diámet¡o, sin usar un
montaje selectivo y con un ajuste clase 8.

(a) Determinar Ia tolerancia, interferencia y dimensiones de las partes que se acoplan.
(b) ¿Cu¡ál es el máximo esfuerzo radial de contacto?
(c) ¿Cuáles son los esfuerzos tangenciales máximos y mínimos en la superficie de contacto? (Emplear la ecua-

ción de Lamé.)

11.

12.

13.
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(d) ¿Cuáles son los esfuerzos tangenciales equivalentes máximos y mínimos, basados en la teoría de la náxima
deformación, en la superficie de contacto? (Emplear la ecuación de Birnie.)

(e) ¿Cu¿íü es la fuerza axial máxima 'P¿ que se requiere para montar las partes, suponiendo que la longitud del
anilloesS"yf:O,12?

(/) ¿Cu¡il es el momento máximo de torsión que puede trasmitirse con este montaje? (Basar la solución en la
i nterferencia máxima.)

Resp. (a) Tolerancia 0,0006puI Interferencia máxima 0,0016 pul Orificio 1,0000 pul Eje 1,0010pul
Interferencia mínima 0,0004pu1 1,0006 pul 1,0016pu1

25

(ó) p"(max) = 18.000 psi (c) sú(max) = 30.000 psi

s¿(min) = 7500 Psi

(d) s'r(max) = 35.400 psi

si(min) = 8850 Psi

(e) E= 20.400libras
T = 10.200 lb-pul

14. Un anillo externo de acero de l" d.i. va a montarse sobre un eje cuyo diámetro es 1,ü)1. ¿A qué temperatura debe-
ría enfriarse el eje para permitir un ajuste deslizante, suporriendo que la temperatura ambiente es 70'F y que el
coeficiente de dilatación lineal es 0,0000063 por grado Fahrenheit? /?esp -88,5"F

15. Se quieren monta¡ dos cilindros de ace¡o cuyos diámetros nominales son l" d. i. X 2" d. e.y 2" d. i. X 3" d. e. man-
teniendo limitado a 12.0O0 psi el esfuerzo tangencial en la superficie interior del miembro externo. Determina¡ la
interfe¡encia requerida y los esfuerzos tangenciales en las superficies internas y externas de ambos miembros, de

acuerdo con la ecuación de Birnie.
i?esp. P. : 4130 psi "i¿ 

: 
-11.020Psi

E : 0,001178" interferenci, 
"1. í 

: _ 5650 psi
I

"t.o 
: 12-000 Psi

súo 6608 psi

16. Un ajuste de centrado para un acoplamiento de aletas se usa para colocar las dos mitades del acoplamiento. Si
se usa un ajuste clase 4 para suministrar un ajuste estrecho, la discrepancia es adecuada pero las t<¡lerancias son
pequeñas. Determinar las dimensiones necesarias del ajuste de cent¡ado para una dimensión nominal de 6 pul
tomando un término medio entre la discrepancia de un ajuste clase 4 y las tolerancias de un ajuste clase 3. Nota¡
que se obtienen algunas de las ventajas del ajuste clase 4 con la economía del ajuste clase 3.

D_ _ 6,0015 _. 6,0000ftesp' Eoooo Y 
E,gg8b

17. Un ajuste clase 8 se utiliza para montar en caliente un cubo sobre un eje. ¿Cuántos grupos de partes se necesi-
tan para un montaje selectivo intercambiable que produzca una interferencia máxima de 0,0022 pul y una
interferencia mínirna de 0,0018 pul? Diámetro del eje 2".

-Resp. Cuatro grupos separados en la siguiente forma.

Grupo A B C D

Orificio 2,0002
2,'0000

2,0004
2,0m2

2,0006

2,0004
2,0008
2.0006

Eje 2,0n22
2,0020

2,0024
2,0022

2,W26
2,0p24

2,0028
2,0026



Capítulo 4

Vigas cu rvas

LOS ESFUERZOS DE FLEXION EN VIGAS
CURVAS no siguen la misma variación lineal como

en las vigas rectas, debido a Ia variación
en la longitud del arco. Aun cuando las mismas hipó-
tesis se usan para ambos tipos, esto es, las secciones
planas perpendiculares al eje de la viga permanecen
planas después de la flexión y los esfuérzos son propor-
cionales a las deformaciones. la distribución de es-
fuerzos es bastante diferente. La figura 4-1 muestra
la variación lineal de los esfuerzos en una viga recta
y la distribución hiperbólica en una viga curva. Debe
notarse que el esfuerzo de flexión en la viga curva es
cero en un punto diferente al centro de gravedad. No-
tar también, que el eje neutro está localizado entre el
eje del centro de gravedad y el centro de curvatura;
esto siempre ocurre en las vigas curvas.

Eje del centro

Fie. 4-l

LA DISTRIBUCION DE ESFUERZOS debidos a Ia flexión está dada por s =
trtv

Ae (rn- y)

donde s es el esfuerzo de flexión, psi (kg/cm2)

M es el momento de flexión con respecto al eje del centro de gravedad, Ib-pul (kg-cm)

y es la distancia del eje neutro al punto investigado, pul (cm) (positiva para distan-
cias hacia el centro de curvatura, negativa para distancias hacia afuera de él)

,4 es el área de la sección, pul2 (cm2)

e es Ia distancia del eje del centro de gravedad al eje neutro, pul (cm)

rn es eI radio de curvatura del eje neutro, pul (cm).

Mh,
EL ESFUERZO DE FLEXION EN LA FIBRA INTERNA está dado por s = *r-.

donde hí es la distancia del eje neutro a la fibra interna, pul (cm) (h¡= rr-r¿)
ri es el radio de curvatura de la fibra interna, pul (cm).

EL ESFUERZO DE FLEXION EN LA FIBRA EXTERNA está dado por s = In er;

donde, áo es la distancia del eje neutro a la fibra externa, pul (cm) (ho= ro-rn)
rñ es el radio de curvatura de la fibra externa, pul (cm).

M
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Si la sección es simétrica (como un círculo, un rectángulo, una viga I de alas iguales) el esfuerzo

máximo de flexión siempre ocurre en la fibra interna. Si la sección es asimétrica, el esfuerzo máximo

de flexión puede presentarse en la flrbra interna o en la externa.

Si la sección tiene una carga axial, además de la flexión, el esfuerzo axial debe sumarse algebraica-

mente al esfuerzo de flexión.

Debe tenerse mucho cuidado con las operaciones aritméticas. La distancia "e" del eje del centro de

gravedad al eje neutro es generalmente pequeña. Una variación numérica en el cálculo de "e" puede pro-

ducir un gran cambio porcentual en el resultado final.

La Tabla I, a continuación, da la localización del eje neutro, la distancia del eje centroidal al eje

neutro, y la distancia del eje centroidal desde el centro de curvatura, para varias formas comunes.

27
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PROBLEMAS RESUELTOS

t. Una barra doblada está sometida a las
fuerzas mostradas. La barra tiene 1"
x 2". El efecto de las dos fuerzas apli-
cadas es un par que produce el mismo
momento de flexión en cualquier sec-

ción de la viga. Determinar los esfuer-
zos máximos de tracción, compresión
y cortante, y decir dónde se presen-
tan.

Solución:

(a) EI momento de flexión en cualquier
sección es

2oo(5 ¿ ) : 1100 lb-pul

(b) Como el par equilibrante es el mostra-
do, puede vórse que se presenta tracción
en la fibra superior CDE y compresión
en Ia fibra infe¡io¡ ABF. Debido a la si-
met¡ía en la viga, el esfue¡zo normal
máximo se presenta en Ia flrbra interna
de la parte con el radio de curvatu¡a

'"=H=
Para la sección con R : 4L", rn:

En la fibra interna,

En la fibra externa,

.. = 
Mhí _ 1100(0,485) _-1. 

Ae ri 2(0,015) (3)

El esfuerzo en la fib¡a externa es

1100(0,515)

2 (0,015)(4)

h

-_
LOge ro/r i

Mh;
S. = 

--r Aer¿

Mhn
-a 

Ae ro

200 Ib

Ftg.4-2

5930 psi compresión

= 4720 psi compresión

--f- : 4.480" o e : R- r : 4,5- 4,480: o,o2o".
log- *

- 11oo(o'480) = 33oo psi tracción
2(0,02) (4)

- 11oo(o'520) = 2860 psi compresión
2 (0,02) (5)

menor, con R : 3i", r¡ : 3", ro :4";
el esfuerzo máxirno en la fibra interna es de compresión. No obstante, la localización del esfuerzo máximo de

tracción no es evidente. Las secciones para las cuales R : 3L" v R : 4r" deben verificarse.

(c) Para determinar e:

'n- 3,485" e = R-rn= 3,5-3,485:0,015"

(d) Pa¡a la sección con .R : 3i" el esfuerzo en la fibra interna es

_h _ 1 _

lol"ro/r¿ - tog, t

(e)

(/) Por tanto, la tracción máxima se presenta en las fib¡as exteriores de la sección con It : 3á ".

La compresión máxima se presenta en las fib¡as interiores de la sección con E : S2" . El esfuerzo cortan-

te máximo es Ia mitad de Ia mayor diferencia ent¡e dos cualesquiera de los t¡es esfuerzos principales. Como

sólo se presentan esfuerzos de flexión en Ia fibra externa, el esfuerzo cortante máximo es j(-5930-0) :
2965 psi.

(Para efectos de comparación, el esfuerzo máximo en la viga recta es

, = a: - 110-0(á) = 3300 psi tracciónycompresión.)I 2(1é),/t2
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2. Una grapa elástica, hecha de una varilla
de 1" de diámetro se muestra en la figura
4-3. Determinar el esfuerzo cortante má_
ximo y especificar su localización o loca_
lizaciones.

Solución:
(o) Mediante inspección y comparación puede

encontrarse la localización del esfuerzo
no¡mal máximo. Cualquier cuerpo libre
tomado de la barra que incluya las dos
fuerzas aplicadas tendrá el mismo mo-
mento flector, ya que las fuerzas aplica_
das producen un par puro. El esfuerzo
máximo de flexión se presentará en las
fibras interio¡es de las secciones con radio
interior de cu¡vatura ri. : 8,, (de A a B
y de C a D). El esfuerzo máximo no se
presentará donde r¿ : {".

lrL/2+rrCf2 | 4r'z*,rttz12(bl rn='o í - 
=3,482'"44

(c) e : R-rn: 9,5-9,482 : 0,018,,
h¿ : o,5o- o,ot8 : 0,482

ML

(d) s,. = + = 5oo{q,484 = 56gopsiAerU 7r(1f(0,018)(g)

3.

Fig. l-3
(e) El esfuerzo desde A hasta B es de tracción

y desde C hasta D es de compresión.

(/) El esfuerzo cortante máximo es |1soso) : 2uopsi y se presenta en todos los puntos desde A hasta gy desde
C hasta D.

(g) Como la sección es simétrica, no es necesario verificar el esfuerzo máximo en las fibras externas.

Un eslabón abierto en S está hecho con
varilla de 1" de diámetro. Determinar el
esfuerzo máximo de tracción y el esfuerzo
cortante máximo' 

rr Dia.
Solución:

(o) Comparando las secciones A-A y B-B, en
la figura 4-4, puede verse que el momen-
to de flexión en A-A es menor que en B-B,
pero el radio de curvatu¡a es menor en
A-A que en B-B. Es necesario investisar
ambas secciones.

Sección A-A, punto P:

(ó)

(c)
l<sLfP + eif\"

4

= 2,979"
Flg.4-e

e = R - r, = 3,0 -2,979: 0,021',. h¡ =

Esfuerzode flexión f traccióndi¡ecta = y -: =
Aeri A

200-i------; = 6960+260 = 722grti
i7T (l)' tracción

100 lb

M=100(5)=5001b-pul

I lo'- --j-r,,

M = 200(3) = 600 lb-pul
200 lb

200 Ib

M -- 2oo(4) = 8oo lb-pul



e:4,0-3,984:0,016",

(e) Esfuerzo de flexión * t¡acción directa =

VIGAS CURVAS

h¡ : 0,5-0,016 :0,4U"

Mh,, P

-+- 
=

Aer. A
1,

8oo (0,4s4) + 2oo

tzr(r)2(o,oro)(¡,s) in(t)"
8800 + 260 : 9060 psi tracción

Mh¡,p
Aer¿ A

Ftg.4-á

3l

Sección B-B, punto Q:

(d) M: 800 lb-pul

lr!" * ,!/"f l(¿,st"o + (3,b) 
1'212

- = 
---a-------!--- = 39R¿"'n- 4 4

(f) Cortante máximo : : (9060) - 4530 psi en el punto Q.

4. Un barra doblada se carga como muestra la figura 4-5. El peso de la

barra puede despreciarse. ¿Cuál es la máxima deformación (dimen-

sión X) si el esfuerzo de tracción permitido se limita a 10.000 psi?

¿Dónde se presenta el esfuerzo máximo de tracción?

Solución:
(o) Como la barra es simétrica, la flexión produce el mayor esfuerzo en la

fibra interna. El punto P sob¡e la sección A-A tendrá el mayor esfuerzo'

(b) M

,n

e

'-L

A

(c) El

A : 2000(X) lb-pul.

| $,0)"/' + (2,0)1/2)2

R-rn:4-3,732:0,268"
2-0,268:t,732"
in(+)t - 1.2,56pu1".

esfuerzo permisible de tracción es 10.000 psi.

Esfuerzo de flexión * tracción directa =

o, 1o.ooo = -#rffi+H](Zq22- r ]rW

de la cual X : 19", es la deformación máxima'

5. Establecer las relaciones básicas necesarias para

obtener la distribución de esfuerzos en una viga

curva, debidos a la flexión considerada aislada-
mente y deducir la ecuación que da la distri-
bución de los esfuerzos de flexión.

Solución:
(a) Considerar un elemento diferencial de la viga co-

rrespondiente a un ángulo d0 M

(b) Como resultado de la flexión, y de que Las seccto-

nes planas perffLanecen planas, una sección cual-
quiera p-q rota a p'-q', con t¡acción sobre la fibra
interna y compresión sobre la externa. La rota-
ción deja fijo un punto sob¡e el eje neutro.

El alargamiento de la fibra a una distancia y de

la superficie neutra es yd {.

Eje neutro

Cambioen longitud

Longitud original

Flg.4-6
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La longitud original de Ia fibra diferencial es Q_-y) d0 .

Como el esfue¡zo es proporcional a la deformación

s = €6 = L] t o s = tyd!r¡n, dondeseselesfuerzodeflexión.t - (r--y)dA

La suma de todas las fuerzas diferenciales debe se¡ cero para el equilibrio; enronces

(d)

(")

(f)

["ae=o o f!:!:+=o . dlrftla=o
J (rr-y)dO d0 J.rn-f

(g) Además, el momento de las fuerzas diferenciales alrededor de cualquier punto debe ser igual al par aplica-
d,o M.

Tomando el punto K como un cent¡o conveniente de momentos

fsyd,e=u tl¿fu,f,oo=* . d4¿l#,dA=y

f"2(h) Manejando | ' al = M y dividiendo (r¿ - y) por y2, se obtieneJ rn_/

,,f-1-.oe - fy¿¿ = M"J h-v J

f " r(i) Pero de (f\'J; dA:0v J ldA representaelmomentoalrededordelejeneutrodelasáreasdife-

renciales que comprenden la sección. Por tanto, I t oO puede escribirse como Ae, donde e es la distancia del
eje neutro al eje centroidal.

(-r) Así, la ecuación en (g) puede escribirse #, [ # 
t^

(k) La ecuación de esfuerzos en (e) puede escribirse s = J-!É-. ^E = + -J- la cual da la va¡iación delesfuerzo. \rn-Y)dv Ae rn-Y

La figura 4-7 muestra una sección de una prensa en C. ¿eué
fuerza F puede ejercer el tornillo si el esfuerzo máximo de
tracción en la prensa se limita a 20.000 psi?

Solución:
(o) El esfuerzo máximo de t¡acción ocu¡re en el punto pen la sec_

ción A-A, en la cual la flexión es máxima, existe una curvatu-
ra, y actúa un esfuerzo di¡ecto de tracción.

(ó) La distancia del centro de cu¡vatu¡a al eje del C. G. es, de la
Tabla I,

Lt2t+ |tl6'-,¡
ñ = r, 1 L v - 1 tu ht + (bi- t)ti

= 1,332"

(c) También, de la Tabla I.

=M=9nl"l .'#E=L

(b¿-t) rogori+ 
ti *, yoroto

tL

rJ_lt¿tt+¡,J-\/l\
1,llfr(f-¡ltogr::a + f IoerT

L,267"

(b; -t) (t:) + th Ftg. l-z
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e : R - rn : 1,332 - 1,26? : 0,065"' hí : rn - rí : 1,267 - L,0 : 0,267"'

4."': f (f,) + {til:o,2o3pul

Momento de flexión (alrededor del c' G') : F(2 + 1,332\ -- 3,332F

Esfuerzo de flexión f esfuerzo directo Y - L
Aer¡ A

3,332F (0,267)

33

(d)

(e)

(/)

(e)

7. Una bandeja de 1" de espesor por 8" de

largo estri sometida a una carga de 400

lb. Determinar la magnitud y localiza-
ción de los esfuerzos máximos de trac-
ción, compresión y corte.

Solución:

(a) La localización del esfue¡zo máximo
de flexión puede reducirse, por inspec-
ción. a t¡es localizaciones diferentes:

l) Sección A-A
2) Sección B-B
3) Sección C-C

(0,203) (0,065) (1)

(200 x 14) (0,5 - 0,019)

y F (máximo) : 276 lb

2215 psi (comp¡esión)

e = R-rn = 4,5 4,481 : 0,019"

20.000 : F+-' 0.203 '

(h) Notar que el esfuerzo en la fibra externa puede ser mayor en este caso que el esfuerzo en la fibra interna, pero

este esfuerzo es de comPresión.

200 lb
A l" n

400 Ib

P

q

lo

Ftg.4-t

En la sección A-A, el momento de flexión es máximo pero Ia viga es recta.

En la sección B-B, el momento de flexión es menor que en A-A pero la viga tiene curvatura'

En la sección O-C, el momento de flexión es menor que en A-Ay B-Bpero la vigatiene un radio de

curvatura menor. También en C-C existe un esfuerzo directo de tracción, el cual no existe en las ot¡as sec-

c¡ ones.
por tanto, el esfuerzo se hallará en las tres secciones diferentes para compalarlo' (Sólo es necesario

calcular los esfue¡zos a un Iado de la línea central ya que la viga es simétrica.)

(ó) Sección A-A

%

(c)

Mc Mc tz!!:29)i = 3000 psi (tracción en el punto r¡, compresión en el punto p)
" = 7 = b^¡n = ert'l¡r,
Nota. El esfuerzo co¡tante trasve¡sal es cero en los puntos p y q'

Sección B-B

Punto r:

donde

Punto s:

8 (0,019) (4)

-l . = 4,48r"
log"5/4

Mh¿

Ae r¡

n

lo1" ro/r¿

Mho (200x 14)(0,5+0,019)

Ae ro 8(0,019) (5)
= 1910 (tracción)
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(d) Sección C-C

9""t" t, En el punto ü el esfuerzo debido a la flexión es de compresión y el esfuerzo di¡ecto es de tracción.
Por tanto, los esfuerzos se restan entre sí. El esfuerzo de flexión en el punto t es

"o = Y,ho l3oo psi (compresión)" Aero

Punto u:

donde " lo1.ro/r,

P/A = 200/8 =

Esfuerzo neto

Mh;
S-. = -------L'u Aer.

1,

I = 3.4?6rl
log"4/3

25 psi

1900-25:1275

_ (2oo x 9,5)(0,5_0,024) 
_

8 (0,024) (3)

25 Psi
: 1570 + 25

, e = R-rn= 3,5-9,4?6:0,O24,,

psi (compresión)

15?0 psi (tracción)

P/A = 200/s =

Esfuerzo total

(e)

: 1595 psi (tracción)

El esfuerzo máximo se presenta en la sección recta, A-A, y es 8000 psi
el punto p).

El esfuerzo cortante máximo se presenta tanto en p como en g

(tracción en el punto q y compresión en

y es ¿(3000) : 1500 psi.

8.

9.

PROBLEMAS PROPUESTOS

La interferencia de las partes de una máquina exige el uso de un elernento de acero como muest¡a la figura 4-g.
Si se aplica una carga de 1?5 lb, dete¡minar el esfuerzo máximo de tracción y el esfuerzo cortante máximo e
indica¡ su localización. Resp. 2670 psi, 1BB5 psi; ambos se presentan en el punto A

Una remachadora hidráulica porüítil tiene una fuerza máxima de remachado de 15.000 lb. El marco en U está
hecho de acero fundido con un esfuerzo r¡ltimo de tracción de 70.000 psi y un punto de fluencia de 35.000 psi.
con ¡eferencia a la figura 4-10, considerarúnicamente la sección A-Ay determinar:

(c) Momento de flexión
(b) Distancia entre eje centroidal y eje neutro
(c) F\rerza di¡ecta de tracción
(d) Esfuerzo máximo de tracción
(e) Esfuerzo cortante máximo

Resp. (a) 159.000 lb-pul
(ó) 0,334"
(c) 10.600 lb
(d) 17.860 psi en el punto P
(e) 8930 psi en el punto p

?.t

Fig.4-g

r?5tb

Ftg.4-10
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lo. Un anillo est¡i hecho

mostrada en la figura

Resp. 4210 psi en el

con una barra de 3 pul de diámet¡o. El diámet¡o interno del anillo es 4". Para la carga

4-11 calcula¡ el esfuerzo cortante máximo en la ba¡ra y especificar su localización'

punto A

11.

t2.

Fig.4-11 Fic.4-12

Determinar la magnitud y la localización del esfuerzo máximo de tracción en una parte de una máquina

cargada, como muestra la figura 4-12' ,Resp. 136O psi en el punto P

un gancho de grúa hecho con una barra de 2 pul está cargado, como muestla la figura 4-13' Dete¡minar el

esfuerzo máximo de t¡acción y especificar su localización. Resp. 5680 psi en el punto A

13. Un elemento de una máquina está hecho con una varilla de

figura 4-14.

1" de diámetro y está cargado como muestra la

(o) ¿Dóndesepresentaelesfuerzomáximodet¡acción? Resp (a) EnelpuntoPsobrelasecciónA-A
(b)¿Cuáleselmomentodeflexiónenlasecciónmásesforzada?(ó)210lb-pul
(c) ¿Cuál es la carga di¡ecta en Ia sección más esforzada? (c) 20 Ib

(d) ¿Cuál es eI esfuerzo máximo de tracción? (d) 2430 psi

L4. Laestructura de soporte de una grúa móvil de 1 tonelada tiene las dimensiones mostradas en Ia figura 4-15'

Dete¡minar: (o) localización del esfuerzo máximo de compresión, (b) localización del esfuerzo cortante máximo'

(c) momento de flexión en Ia sección A-A, (d) carga direcia de compresión en la sección A-A, (e) esfue¡zo máxi-

mo de compresión, (/) esfuerzo cortante máximo'

Resp. (o) puntoPsobrelasecciónA-A,(b)puntoPsobrelasecciónA-A,(c)71'000 lb-pul(d)2000 ]b'(e)4800

psi, (/) 2400 Psi

500 lb

I

g0 rl

Fis' 4-13

500 lb

Flg.4-14 Ftg. 4-11
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I de la vi móvil infe¡ior de una grúa se muest¡a en la figura 4-16. La vigasobre rod Considerando la viga cámo si fue¡a hecha de r¡na barra de 2 pul
) ¿cuáles C y D? (b) ¿Cómo va¡ía el momento de flexión en las seccionesal eje de c) Determinar la sección o las secciones más esforzadas. (d) iCuáles el esfuerzo máximo?

Resp' (a) Reacción en c : 1000 lb, en D : 1000 lb. (ó) El momento de flexión es el mismo en cualquiersección entre A v B, r0-n,0 lb-pul. (c) De A a Ey de F a B. (d) 1s.700 psi tracción

En la pequeña prensa mostrada en la figura 4-l?, se ejerce una fuerza w : 1000 lb entre la prensa en C y eltornillo' (¿) Si el esfuerzo cortante máximo permisible es ?b00 psi, el esfuerzo de tracción má*imo permisible
es 15'000 psi y el esfuerzo de compresión máximo permisible es 15.000 psi, ¿está diseñada adecuadamente laprensa en C, desde el punto de vista de su resistenr:ia? (ó) Si el diseño ná es apropiado, ¿qué cambios deberíanhacerse para mejorarlo? Suponer que el análisis se hace después de apretar el tornillo.
Resp' (a) El diseño no es satisfactorio, porque el esfuerzo máximo de tracción es 4b.S00 psi y el permitido es

15'000 psi (o el esfuerzo cortante máximo es 22.?00 psi y el permitido es 2500 psij.
(b) J Una sección dife¡ente, como una Io una T, podría emplearse.2. Aumentar el radio de cu¡vatura.

3. Aumentar el diámetro de la prensa

Flc.4-16

15.

16.

17.
Fls.4-17

Un gancho de grúa tiene una sección, la cual, para efectos de análisis, se conside¡a trapezoidal. La tracciónmáxima (y corte) se presenta en el punto P, como muestra la figura 4-18. Determinar (a) la distancia ft del cen-tro de curvatura al eje centroidal, (b) el momento de flexión para la sección A-A, (c) la distancia del centro decurvatura al eje neutro, (d) el área, (e) el esfuerzo máximo de tracción (punto p), (/) el esfuerzo máximo en elpunto Q.

Resp- (a) 4,33", (b) 86.600 lb-pul, (c) 4,0", (d) l0+pul2, (e) r?.500 psi, (/) 9130 psi (compresión)

Un eslabón se encuentra torcido, como muestra la figura 4-19, para permitir espacio a las pa.rtes adyacentes.Determinar el esfuerzo cortante máximo y especificar su localización (o localizaciones).
Resp. 1970 psi; puntos A y B

18.

,7r \

12ll-- --r--1011

20-000 lb

Fls.4-lt Flr. +19



Capítulo 5

Deformación y pandeo de elementos de máquinas

LA RIGIDEZ puede ser el factor determinante, en algunos casos, para el diseño de un elemento de

una máquina. El elemento puede ser suficientemente fuerte para evitar una falla por

esfuerzo, pero puede ..ré""r de Ia rigidez adecuada para una operación satisfactoria. Los temas siguien-

tes analizarán la rigidez desde el punto de vista de la deformación axial, la deformación torsional, la

deformación por flexión, la deformación debida al corte, y el pandeo debido al efecto de columna'

LA DEFORMACION AXIAL D debida a una carga axial F se basa en la ley de Hooke,

de la cual

donde

" = tll(¿) =

D=FL
AE

F
A

LA DEFORMACION TORSIONAL 0"debida a una carga de torsión sobre una sección circular sólida

es

ao _ 584TLv-cD4

Para un elemento hueco de sección trasversal circular, Ia deformación angular es

5 = deformación axial, pul (cm)

¿ = Iongitud axial del elemento antes de la aplicación de la carga axial, pul (cm)

tr = área de Ia sección trasversal, pul2 (cm2 )

[ = módulo de elasticidad, psi (kg/cm2)

Ao - 584TLv__.--------------
GQ: - D;)

= deformación torsional, grados

= momento de torsión, lb-pul (kg-cm)

= diámetro del elemento sólido, pul (cm)

= diámetro exterior del elemento hueco, pul (cm)

= diámetro interior del elemento hueco, pul (cm)

= longitud axial del elemento, entre el punto de aplicación del momento de torsión
y el punto de aplicación del momento resistente, pul (cm)

= módulo de rigidez, psi (kg/cm2)

0o

T

D

Do

Dí

L

G
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Para un elemento rectangular sólido la deformación torsional es

donde

a" - 57,3TL
abcs C

b : lado largo del rectángulo, pul (cm)

c : lado corto del rectángulo, pul (cm)

o : factor dependiente de la relación b,/c, como sigue:

1,500 t,750 2,000 2,500 3,000 4,000 6,000 8,000 10,000 ó
0,196 0,2t4 0,229 0,249 0,263 0,281 0,299 0,307 0,313 0.333

G : módulo de rigidez, psi (kg/cm2)

I : longitud del elemento, pul (cm)

b/c : r,MO

a : O,t4l

LA DEFORMACION LATERAL debida a la flexión puede determinarse resolviendo la ecuación
diferencial de la curva elástica del eje neutro,

d'y = rl
dx2 EI

donde

M = momento de flexión, lb-pul (kg-cm)

/ = momento rectangular de inercia, pula (cma )

E = módulo de elasticidad, psi (kglcm2 )

/ = deformación, pul (cm)

r = distancia del extremo del miembro a la sección en donde se determina la
deformación, pul (cm)

Una solución analítica directa de esta ecuación por medio de doble integración es bastante tediosapara cargas múltiples y para vigas que tienen cambios en la sección trasversal. Las soluciones pueden
obtenerse más fácilmente por medio de métodos tales como: El método del momento de las áreas, la vigacorju8ada, el uso de funciones escalón, la aplicación del teorema de Castigliano o mediante integracióngrallca.

EL METODO DEL MOMENTO DE LAS AREAS
para determinar la deformación de una viga debida
a la flexión, se basa en Ia proposición de que Ia dis_
tancia vertical de un punto cualquiera A sobre Ia cur-
va elástica de una viga medida desde la tangente has_
ta cualquier otro punto B sobre la misma curva, es
igual al momento del área del diagrama M/EI com_
prendida entre los puntos A y B con respecto a Ia orde-
nada trazada en A. Ver figura 5-1.

A=A$t+A282+....

= área de la parte I del diagrama M/EI
= distancia de la ordenada en A al centro

de gravedad de A1

Az = área de la porción II del diagrama
MlEr

rz = distancia de la ordenada en A al centr<r
de gravedad de 42.

Pb
T

B

donde

a1

X1

Fig.5-l
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Una viga simple de longitud l, con una carga concentrada P localizada a una distancia a del so-

porte izquierdo y a una distancia b del derecho puede usarse para ilustrar el procedimiento anterior. Con

referencia a la figura b-1, para determinar la deformación y bajo la carga P deben seguirse los siguientes

pasos:

1. Dibujar la curva elástica.

2. Dibujar una tangente a la curva elástica en el punto B localizado en la reacción izquierda'

3. Dibujar el diagrama MIEI.
4. Determinar Al sumando los momentos de las áreas de la sección I y de la sección II con respecto

al soporte derecho:

a1 = (#)(?) .ffii(ó.? =#.m.'rf#
5. Determinar Arque es igual al momento de la sección II con respecto a un eje vertical en el pun-

to C:
A - ¡Pba21¡s1-Pbast2[,El''8, 6l,El

6. Determinar A"Por ProPorción:

39

n (rAr
¿lO:

L

Pbsa2 * Pb2 a3 * Pbaa

3L2 E] 2I: EI 6I: EI

^.-^ ¡ - Pb3a2 *Pb2a3 * Pbaa 
-PbasT : ''3 - D2 - 

sL, il il,2 EI 6l? El 6LEI '

f(x) =,, =4!*:#, [@) = h=H=#

7. Entonces

En el ejemplo anterior debe notarse que las áreas de las secciones I y II son positivas. Si alguna

parte del diagrama MIEI es negativa, el momento de dicha parte debe tomarse como negativo'

EL METODO DE LA VIGA CONJUGADA para determinar la deformación lateral debida a la
flexión de una viga se basa en la similitud matemá-

tica existente entre los diagramas de cargas, fuerzas cortantes y momentos flectores y los diagramas de

carga con M/EI, pendiente y deformación:

Debido a la similitud de las ecuaciones anteriores, la base de la solución se encuentra en los siguientes

principios:
1. La ..fuerza cortante" en la viga conjugada es equivalente a Ia pendiente en la viga real'

2. El ,.momento flector" en la viga conjugada es equivalente a la deformación en la viga real.

No obstante, la viga conjugada debe establecerse de modo que queden satisfechas las condiciones

de contorno. Donde la pendiente de la viga original no es cero, debe existir una "fuerza cortante" en Ia

viga conjugada. Si Ia carga es tal que ,,o e*iJe el "corte", al cargar la viga conjugada debe introdu-

cirse una ,,fuerza cortante". En la misma forma, si Ia deformación no es cero' debe existir trn "momen-

to,,. Si la carga es tal que no existe el "momento", al cargar la viga conjugada debe introducirse un

"momento".
para demostrar el procedimiento anterior, consideremos una viga en voladizo con una sección

trasversal constante y ,r.ru 
""rgu 

concentrada P en el extremo, como muestra la figura 5-2' Los pasos

siguientes determinarán la deformación en el extremo de la viga:

a. Dibujar el diagrama de momentos flectores.

b, Cargar Ia viga conjugada de modo que la intensidad de Ia carga en cualquier sección sea igual

a la ordenada de MIEI.
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c. Para satisfacer las condiciones de con_
torno debe existir un valor de la pen_
diente, o "corte", en la sección de la
viga conjugada sometida a la carga p,
representado por la reacción ,..R". para
que exista una deformación o .,momen_

to" en la reacción, debe existir un ,,mo-

mento" ("M") aplicado en el extremo
derecho de la viga.

d. La "carga" triangular distribuida so_
bre la viga conjugada puede entonces
considerarse equivalente al área de este
triángulo, PL2 l2EI, concentrada en el
centroide del triángulo.

e. Sumando "fuerzas" verticales, la ,.re_

acción" en el extremo derecho de la vi_
ga es PL2 l2EI.

f. Tomando momentos en el extremo de_
recho de la viga conjugada tenemos,

PL2t2Lt-rir\t)+"¡1tt -o
o "M' : PLs IJEI, qúe es la defor_
mación en el extremo derecho de la
viga.

LA APLICACION DE FUNCIONES ESCALON
para determinar la deformación de una viga debida
a la flexión requiere la evaluación de dos consrantes
de
de 

umero

apr iÍ; flesc de la
viga y deben evaluarse dos constantes de integración
para cada sección.

EI uso de funciones escalón suministra un me_

Una función escalón, como se usará posterior_
mente, se define mediante la siguiente notación:

H¿ es una función escalón donde
Ho= 0 si x<a
Ho=Lsix2a

I{¡ es una función escalón donde
HU= 0 si r<ó
Hu=tsi¡ió

El producto de dos funciones escalón es entonces, para

H¡HA:0six<ó
HyHA :1 si r 2 b

Un dibujo de las funciones escalón anteriores se
muestra en la figrra 5-8.

PL
EI

) "u"

n -PL2
2EI

Ha

o

Ftg.5-z

Hb

o

HoHb

o

Momento flecto¡

Ftc.5-3
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procedimiento matemático para integrar una ón escalón multiPlicada

4l

por una función
EI

/ (¡) es

nct

.x

fur

J
I H"f@)d* = H"
J -' [@) d"

Eiemplo l. Sea f (x): Yz.

px ¡x
I Hoxz dx = Htl xz dx
Jo-Ja

donde C : constante de integración'

Bjemplo 2. Cuando b > o,

C - HoÉ=É*¿

- ¡¡o@-a)2=(b-a)2 *,

v"€)".

1"" 
,oo@ - a) rtx = s, 

Io" 
@ - ü dx

^Y+)*,*'
Ejemplo 3. El método para manejar los cam-

bios de sección Por medio de funcio-
nes escalón se demuestra como sigue:

la figura 5-4 muestra una viga con

tres secciones con momentos de iner-
cia diferentes. ^Q I F, son cargas
pendientes y existen rodamientos fi-
jos en R¿ Y en R¡ . La ecuación de

momentos válida Para cualquier
seccron es

Ahora, !/I*,

+ R1@-a)Ho+ R¡(r-r,"r][t + HolL-t) *

+ R7 @ - o)Ho + Rp (r -üHa - FrrHo(#- tl

R¡@-a)HoHoé*- 1) + Rp @-üHbHat) - ri

-F"rHot-fi*)l + R¡,@-a)HoH6(-#- h

+ Rp (x -üHbHb<-h*I¡

La doble integración puede completarse como se explicó anteriormente, notando que H6" Hq

: Ha I HaHa : Hu.

LAS DEFORMACIONES DEBIDAS AL CORTE pueden ser significativas, por ejemplo en ele-

mentos de máquinas que son cortos en com-

paración con su profundidad, o en elementos huecos de gran diámetro. En tales casos la deformación

lvl = -F"" + Ro@-a)Ha+ Rr@-üHa

el recíproco del momento de inercia en cualquier sección, puede escribirse

1 lf 11 H. HA1

i. = iL'-H'+:-:.:)
de la cual

,nú TlÍ' 
-- 

=dx' [-a"
-Frx

", 
(- ;-;,]
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debida al corte debe añadirse a la deformación debida a
la flexión. Esto puede ser de importancia considerable cuan-
do se calculan deformaciones para determinar la velocidad
crítica de elementos en rotación. Una expresión para la
deformación y1 debida al corte puede determinarse con_
siderando un elemento diferencial en el eje centroidal deun elemento sometido a una carga trasversal, como se
muestra en la figura 5-5.

Antes de la
c¿rga

*ct #f * ct

(Ver capítulo 2para ladiscusión ¿" Y-Q .'¡
Ib

donde Cr es una constante el ángulo
de rotación de las secciones pecto a la
Iínea de deformación nula. ( trasversa-
les rotan el mismo ángulo.)

dv
J.)._

dx

s" (en el eje neutro)

KVx/"=-lF+CJ+Cz- ,'tty

También, tomando
el ángulo de torsión
mento de torsión ?:

La energía de deformación en una viga

U

aonde K = ff
K : 413 para sección trasversal circular,
K : 312 para sección trasversal rectangular.
(Para la figura 5-b, C:. : 0. Ver figura b_19 para

una ilustración de C. .)

Fle.5-¡

EL TEOREMA DE CASTTGLIANO puede usarse para determinar la deformación de elementos

se basa en ras reraciones entre energía ,'.'.?:'.tf".;,:'; TT.."fj;l::::::i:.?T.iiTl,Ti,.i;i:::#:TT;
elemento de longitud L en tracción simple es

II = F2L- zAE
y tomando la derivada parcial de esta expresión con respecto a F, podemos determinar la deformaciónD del elemento en la dirección de la fuerza aplicada F:

¿u_FI=^
AF AE

la derivada parcial de la energía torsional de deformación, podemos determinar
de un elemento con sección trasversal circular cuando esiá sometido a un mo-

u=T2L v
2c.l #=H=d(radianes)

Tanto en las expresiones anteriores como en las siguientes se supone que el material del sistemasigue la Ley de Hooke. La energía de deformación en una viga recta sometida a un momento deflexión Mes 
u = fM2dxJ 2EI

La energía de deformación en una viga curva sometida a un momento de flexión M es

rJ = fu'¿aJ 2AeE
La energía de deformación en un elemento recto sometido a una fuerza cortante trasversal V es

A _ fKV2dxJ 2AC

curva sometida a una fuerza cortante trasversal V es

f KV2 ds f KV?R dó
Jrtc =J rtc
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energía de deformación debida al momento de flexión actuando aisladamente-

energía de deformación debida a la fuerza normal P actuando aisladamente.

energía de deformación resultante del hecho de que P tiende a rotar las caras

del elemento contra el par resistente M-

Notar que en el caso de la figura 5-6, este término es negativo ya que la fuerza

P tiende a aumentar el ángulo entre las dos caras, mientras los pares M tienden

a disminuir el ángulo entre las dos caras de la sección. Si se invirtiera el sentido

de P, entonces tanto P como los pares M tenderían a disminuir el ángulo entre

las dos caras.

energía de deformación debida a la fuerza cortante V.

Fig. á-6

43

Con reterencra a la figura 5-6, la energía diferencial almacenada en la sección diferencial, debida

al momento flector M,la f'terza normal P, y la fuerza cortante V, puede escribirse

M2 dó /P2R dó MP dó\ Kv2R d6

2AeE \ 2AE AE ' zAG

donde tt2 t t
Lvl dQ

2AeE

P2R dó
2AE

_iltP dó

AE

KV2R d6

La aplicación de las expresiones anteriores resuelve

problemas de deformación basados en el teorema de Casti-
gliano que establece que la derivada parcial de la energía

de deformación con respecto a cualquier fuerza (o par) da

el desplazamiento (o ángulo de giro) correspondiente a Ia
fuerza (o par). En otras palabras, si la energía total de defor-
mación de un sistema se expresa como una función de una

o más fuerzas, entonces la deformación en Ia dirección de

cualquier fuerza seleccionada puede determinarse tomando
Ia derivada parcial de la energía total de deformación con

respecto a la fuerza particular seleccionada. También, si

Ia energia total de deformación es función de un par así

como de una o más fuerzas, entonces Ia derivada parcial
de la energía total de deformación con respecto al par da

el ángulo de rotación de la sección sobre Ia cual actúa el

par. El teorema de Castigliano puede usarse también para

encontrar la deformación en un punto en el cual no existe
carga en la dirección de la deformación deseada, adicio-
nando una carga Q en el punto seleccionado y en la direc-
ción en la cual se busca la deformación. Entonces la deriva-
da parcial ¿U/¿Q da Ia deformación deseada cuando se

haceQigualacero.

LA INTEGRACION GRAFICA es otro método para
obtener una curva de

deformación de un eje sometido a cargas de flexión. Se

ilustra el método por medio del siguiente ejemplo simpli-
ficado, con Ios pasos siguientes. Referirse a Ia figura 5-7.

l. Dividir el área en secciones, con ordenad'as yt, yz,
etc., en los puntos medios de x1, x2, etc., para lo-
calizar los puntos l, 2, etc., (r1 no necesita ser

igual a .r2, aun cuando generalmente se toman
iguales para simplificar los dibujos).

2. Desde los puntos !,2, etc., proyectar los puntos l',2', etc., sobre cualquier línea vertical AB'

Desde cualquier punto O' sobre el eje horizontal (que determina así la distancia H), dibujar

rayos O'-l', O'-2', etc.
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Dibujarlalínea O" . l" paralela aO'-l' ylalínea O" -2" paralela aO,-2,.Lalínearn-1,,espro-
porcional al á¡ea Iy la línea p-2" aIárea II, o, la línea i-2" 

"" 
proporcional a la suma de las

áreas I y II.

La prueba se obtiene de las propiedades de los triángulos semejantes. Considerando los tri-
ángulos O'-A-l' y O" -m-L,,:

#=H " +=+. .. Nv
m-L

H

o el área xryr : H(m - 1"). Así, la distancia vertical ¡n - 1" es proporcional al área I, la cual
se aproxima mediante (qy). Si la distancia ¡r es pequeña, la aproximación es muy cercanaal á¡ea verdadera. Así, mientras más pequeñas son las divisionés, más cercana al área ver-
dadera es la aproximación.

En forma similar,
p-2" = !ü2

H

o el área x2y2 : H(p - 2"). Así, el segmento total n-2" es la suma de las dos áreas mostradas.
El procedimiento anterior se ilustra con dos casos:
(o) viga soportada en los extremos, diámetros dados. ver figura b-g(o).
(b) viga con una carga pendiente, diámetros desconocidos. ver figura 5-g(ó).

Ejemplo (a). Determinar la deformación oajo cada carga. Utilizar la doble integración gráficamente.

3.

4.

o.

6.

180 lb

Escala horizontal: lll= 8ll
(" =gr')

180 tb

Resultados:

Cálculo de deformaciones

En la carga de 180 lb: y : 0,275(0,0192) : 0,00b3,,
En la carga de 90 lb:y : 0,435(0,0f92) : 0.0084,,

1

'lr r Diagrama M
EI

Diagrama de
pendiente

Diagrama de
deformación

1|.:;.1'

.--

_ln=
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Ejemplo (b). Determinar el diámetro D para limitar a 0,001 pulgada la deformación en el punto

donde actúa Ia carga de 90 libras. El momento de inercia de las secciones de diáme-

tro D es .[

30 Ib

1il _ grl

1s = 8rr)

Diagrama de momentos

Escala:

180
16EI

45

Diasrrma fi

Escala: 1" - 'fT -',:
Diagrama de pendiente

0,1?" dimensión real

Diagrama de deformación

pul

Resultados:

Deformación en el punto donde actúa Ia carga de 90 lb )' : (0,15) (6400/EI).

Si la deformación en el punto donde actúa la carga de 90 lb está limitada a 0,001",

I: 0,032 pula para E : 30 ¡ 108 psi, o D : 0,90 pul.

I

I

t' srHll

180 lb-pul

r" = lff nur-1

Fte.5-E(D)
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LA ACcIoN DE COLUMNA debida a la carga axial de las partes de una máquina se presenra con
frecuencia. si la carga axial es de tracción, entonces Ia aplicación deS: PIA es adecuada. Si la carga axial es de compresión, entonces debe aplicarse una ecuación apro-piada de columna.

La ecuación de Euler para la carga crítica de una columna esbelta de sección trasversal uniformees 
F"- = cT'84
:r ú/k)2

donde
Fcr : catga crítica que produce pandeo.
C : constante que depende de las condiciones de los extremos (ver figura 5-9 para valores).E : módulo de elasticidad, psi (kglcm2)
A : área de la sección trasversal, pul2(cm2)
L : longitud de la columna, pul (cm)
ft : radio mínimo de giro, el cual es ,/!A pul (cm),

donde 1 es el momento de inercia mínimo alrededor del eje de flexión.
Para una sección circular, k: D/4.
Para una sección rectangular, k : h v-3/6, donde /¿ es la dimensión más pe-
queña del rectángulo.

La carga crítica para columnas de longitud moderada y sección trasversal constante se da en
muchas fórmulas empíricas, una de Ias cuales es la de J. B. Johnson:

donde

s.y = límite de fluencia, psi
fórmula de Euler.

El valor de C depende de las condiciones de los extremos, figura b-g. Aun cuando se dan valores
teóricos de C mayores que uno, se recomienda tener mucho cuidado al estimar el empotramiento de
los extremos. Cuando las condiciones de los extremos son inciertas, el valor de C no debería sobrepasar
a 2, aun para el caso en que se piense que ambos extremos están empotrados. En general, puede ser
apropiado un valor máximo de C : 1, y cuando existe bastante flexibilidad de un extremo podría
ser aconsejable un valor de C: ü.

F.- = s^'A(1 -sY(L/k)2,) 4CnzE

(kg/cm2\. Los demás símbolos son los mismos definidos para Ia

Un ext¡emo fijo y el otro Ambosext¡emoslibresde
lib¡e de toda restricción rotar,perorestringidosla-

^ | teralmente lllamada co_
L : E lumna con pivotes o ar-

tirulada en los extremos)

fJn extremo fijo y el otro
lib¡e de rotar, pero sin
libertad para moverse la,
teral mente

C:2

Ambos extremos fijos de

modo que la tangente a

la curva elástica en ca-
da extremo es paralela
al eje original de la co-
tumna

C:4
C: I

Ftc.5-9
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La carga segura se obtiene dividiendo la carga crítica por un factor de seguridad N:

Carga segura F, ecuación de Euler: F =
4' - CI2EA
N N(t./k¡'

47

El valor de Llk que determina cuándo debe usarse la ecuación de Euler o la de J. B. Johnson se

encuentra igualando los valores dados para la carga crítica en ambas fórmulas:

Carga segura F, ecuación de J. B. Johnson:
s^,A s^,(L/k\2,

E = 
) t 1 

- --¿-:--:---:-\' N 4Cn2E

'I

donde d = _ s^/ (L/k),
a_-' 4Cn2E

son válidas las siguientes relaciones, con los sím-

El valor de Llk por encima del cual debe usarse la ecuación de Euler y por debajo del cual debe usar-

se Ia fórmula de J. B. Johnson, para algunos valores representativos es:

Si Llk es menor que el dado por {ñ787r, usar la fórmula de J. B. Johnson, que es válida

hasta Llk :0.
Cuando Ia acción de columna se combina con otros efectos como torsión y flexión se usan los Es-

fuerzos Equivalentes de Columna. El esfuerzo equivalente es un esfuerzo ficticio relacionado con el

esfuerzo en el límite de fluencia en la misma forma que la carga real está relacionada con la carga

crítica. El esfuerzo equivalente de columna para una carga real F, deducido de la ecuación de Euler es

s^, (L /kf
donde d = r

Cn2E

Notar que el esfuerzo equivalente depende del esfuerzo en el límite de fluencia, mientras Ia carga crítica
es independiente de dicho punto. Si en una columna de longitud y proporciones dadas, se cambia el

material, no cambia Ia carga crítica pero sí cambia el esfuerzo equivalente. La relación entre la
carga real y la carga crítica es, sin embargo, la misma que la relación entre el esfuerzo equivalente y el

esfuerzo en el límite de fluencia.
El esfuerzo equivalente de columna para una carga real F, deducido de la ecuación de J. B.

Johnson, es

ffi=,tAt_ffit de la cual L/h = l-zC;'Ef",

s^^ = Llsyú/k>2) = 4oc\ A Cn2E A

tb

F^,=7u

En las ecuaciones para el esfuerzo equivalente,

fctcr "Y Ar

F sao

C E L/k L

I
4

30 x 106 psi 2,1 X 106 kglclrr2 80.000 psi
70.000
60.000
50.000
40.000

5625 kglcm2
4922
4218
3515

2812

1849

2rr3
2465
2958
3697

43

46
50

54

61

I 30 x 108 psi 2,1 ¡ 104 kglcr,r2 80.000 psi
70.000
60.000
50.000
40.000

5625 kglclr'2
4922
4218
3515

28t2

7394
8451

9860
11.832
14.789

86

92

99

109

Lzr

2 30 ¡ 10e psi 2,1 ¡ 1Qe kglcmz 80.000 psi
70.000
60.000
50.000
40.000

5625 kg/cm2
4922
4218
3515

28t2

14.789
16.902
19.719
23.663
29.579

tzl
130

140

t54
r72

bolos definidos anteriormente:
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PROBLEMAS RESUELTOS

Deducir una expresión para la energía elástica de deformación debida a la flexión en una viga recta.
Solución:

El cambio de ángulo da entre dos planos trasversales separados por una distancia d¡ en una viga recta
sometida a un momento de flexión M es da: MdxlEI. La energía de deformación en la sección de lon-
gitud dr es

)tr - Mdd. _ M2dx ^ rt _ fa"¿,uu _ 
2 = 2EI o u = JEf

Deducir una expresión para Ia energía elástica de deformación debida a la flexión en una viga curva.
Solución:

El cambio de ríngulo da ent¡e dos planos trasversales separados por un ángrrlo d$ en una viga curva
sometida a un momento de flexión M es do : M d$ I AeE, donde e es la distancia dei eje centroidal al eje
neutro, siempre medida desde el eje centroidal hacia el centro de curvatu¡a. Laenergía de deformación en la
sección entre los dos planos es

2.

3. Demostrar que la deformación debrda a la flexión, en el punto donde actúa la carga p, localizada
en el extremo de una viga en voladizo de longitud L, es pLs /BEI, usando,
(o) doble integración, (ó) el método del momento de las áreas, (c) el teorema de Castigliano.
Solución:
(o) Usando doble integración.

La ecuación de la curva elástica es

,,#=M=-px
donde ¡ se mide de la carga hacia el soporte.

,, dy
Dt --

dx

d.U = Mda = M'dó
2 2AeE

,=lm

Integrando una vez se tiene

- Px2_+c"

Como la pendiente es cero en r : L, Cr : PL2l2 y

''dY - -Px2uI: dx2

La segunda integración da

-Pxs,
6

PL2
T-

2

* *,,

PL2x _ PLg
23

EIv

Como y:0 en ¡ : L, Cz : -PLsl3 y

- Pxs=6*

y para r: 0,

EI.v
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(b)
áreas, ñgura 5-lO.
(f ) Dibujar la viga, mostrando la carga P.

(2) Dibuja¡ Ia curva elástica y trazar una tan-
gente a la curva en el punto B.

(3) Dibujar el diagrama MIEI.
(4) La deformación y se obtiene entonces toman-

do el momento del área de MIEI entre Ios
puntos A y B con respecto al punto A. El
brazo del momento de esta fuea es 2L13.
EI área es -PL2I2EL Entonces

¡2L1 ¡-P L2 ¡ - -P Lg/ \3,'2EI' sEI

IJsando el teorema de Castigliano.
La energía de deformación almacenada en

una viga recta sometida a un momento de flexión
Mes

u = fu'¿,.- J2EI
Como el momento es -P¡,

fL. ^ ,z, _ l- ePü'¿x = P'É- Jo zEl 6EI

L

Tangente en B

Entonces la deformación se obtiene tomando la derivada par"ial 9U ' - Eu - 2PLs PLg

¿F: y = ?p = 6EI = BEI

El valor positivo de la deformación significa que ésta está en la dirección de la carga, la cual es hacia

abajo en este problema.

4. Demostrar que la deformación producida en el punto de aplicación de la carga, debida a la flexión
de una viga simplemente apoyáda que tiene una carga concentrada P en el centro de la luz es

PLs /4881 (o) usando el método del momento de las áreas, (ó) usando el método de la viga
conjugada, (c) usando funciones escalón, (d) usando el teorema de Castigliano.

Solución:

(o) Dibujar la curva elástica y el díagrama M/EI
como se muestra en la figura 5-11. Luego se
t¡aza una tangente a la curva elástica en su
punto medio A, el cual en este caso es el punto
de máxima deformación. Sabiendo que la pen-
diente bajo la carga es cero, se simplifica el pro-
cedimiento para este problema.

La deformación A se determina entonces to-
mando el momento del área d,el diagrama MIEI
entre los puntos A y B con respecto al punto B.

El área del diagrama MIEI enfte los pun-
tosAyBes

ItPL¡L PL2
t'4EI/ 2 = r6EI

El b¡azo de momento al centroide del área tri-
angular desde el punto B es (2/3) (Ll2) : Ll\.
Entonces

Fig.5-ll

(c)
PL
EI

Diagrama MIEI

Flg. 5-to

^ tPL2¡:L\ P¿3
- '16E/"3 ' 48EI
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(b) Usando el método de la viga conjugada, dibujar
la viga conjugada y cargarla de modo que Ia in-
tensidad de la carga en cualquier sección sea igual
a la o¡denada del diagrama M/EI, como mtes-
tra la figura 5-12. Considerar las cargas sobre la
viga conjugada debidas al á¡ea A y al ríLrea B co-
mo cargas concentradas en sus propios centroides.
Las magnitudes de estas á¡eas son

A = B ='LSAL- - PL2
2'4EI'2 r6EI

Las reacciones en los extremos izquierdo y
derecho pueden determinarse. En este caso ambas
son iguales debido a la simetría de la carga, y pue-
den encontrarse igualando la suma de ..cargas',

verticales a cero.

donde la función escalón: H76:

La primera integración da

u4=
notando que

f)c
I P@-L/DHL/2dx

.to

Una condición de contorno pa¡a

-PL2ll6 y

,,#
La segunda integración da

0 para r < Ll2, H¡p: I para x Z Ll2.

+_!gj/ünr,*c,

Fic.5-12

R,=R^ = PL"
L n 16¿,/

Ahora, la deformación en cualquier sección de la viga original es igual al momento de flexión de la
viga conjugada en dicha sección. El momento de flexión de la viga conjugada, o la deformación de la viga
original en su punto medio es

M - lPL2 ltLt tPL2ttL ¿\ PL3
r'/2 ' L6EI' '2' ' t6EI' '2 3' 48EI

(c) El empleo de funciones escalón en este caso es simple ya que la viga tiene sección uniforme. La ecuación de
momentos puede escribirse

,2
EI## = M = lr"-eO-*rrr,

EIy=#

determinar Cr es: d,yld,x:0 cuando x: L/2; entonces Ct :

Px2 p(x-L/zf ,, pL2

4 - z-ot/, - 16

P(x,-L/2)s,, pl2
HUr- É* + Cz

= ,ron["tr@ - L/z)¿x = futü ,0,,

x : 0; asi, Cz

pt3

'--4BEI

Una condición de contorno para determinar C2 es: J¡ : 0 cuando
tituyendo Ll2 por r, la deformación en x : L/2 es

EIv _ pLs _pLs _ -pLg'96324Sv

: 0. Entonces, sus-
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(d) Usando el teorema de Castigliano, podemos escribir la ecuación de la energía de deformación

5l

¿U
dP

PL3

48EI

D.

)¡¡
O.,= 

-"dQ

(b)

Ftg.5-13

I

I
a

6. Un eje está soportado por dos cojinetes anti-rozamiento en A y C, con cargas de 30 lb que actúan
en los puntos B y f', como muestra la figura 5-I4. La parte del eje entre B y C tiene un diámetro
2D comparado con el diámetro D de los segmentos del eje comprendidos entre A y B y entre C y
F. Simultáneamente, y en conexión con el cálculo de una velocidad crítica, se requiere determi-
nar Ia deformación del eje en los puntos B y F.Usar el método del momento de las áreas y consi-
derar las deformaciones debidas únicamente a la flexión. (Ver el capítulo sobre ejes para un ma-
yor análisis sobre deformaciones.)

Solución:
(l) Dibuja¡ Ia curva elástica que pasa a través de los puntos de deformación cero en Ay C,y trazar latangente

en el punto A.
(2) Dibujar el diagrama MIEI notando que el momento de inercia de la sección de diámetro 2D es 16 veces

mayor que el de las secciones de diámet¡o D. I-,a I se refiere a los segmentos del eje con el diámetro meno¡.
(3) Dete¡minar A, tomando el momento de las á¡eas del diagrama MlEIentre los puntos A y F con respecto

al punto F.

u = 15# =('5#.L.# = ["*#t.[,.*#.'e
p2 ¡3

de la cual U = '!----2-* . La deformación en el punto de aplicación de la carga P es
96EI

Determinar la deformación vertical, debida a la fle-
xión, del punto P de una viga en voladizo cargada
con una fuerza horizontal F, como muestra la figura
5-f3(o). Despreciar la deformación en el miembro
vertical.

Solución:
Un problema de este tipo puede resolverse con el teore-

ma de Castigliano si se supone una carga vertical Q en el
punto donde debe encontrarse la deformación, como muestra
la figura 5-13(b). La energía de deformación es

_ F2h2L + F\QL2 + o2Ls/B

2EI

La defo¡mación vertical es

Ahora, haciendo Q:0, se tiene la deformación vertical en el punto P:

^ FhL2ou = zEI

A1 = (#)$)ror*(ffi)rorrsr*(ff)$)rr+r = t#Í
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(4) Determinar A2tomando el momento de las áreas
del diagrama MIEI entre los puntos A y C con
respecto a C.

A_ - /180)/4\/,\.(180)lgrnr = 4522.5u2 - \l6Eli(or(.1, - \ EI/V\o, - ---ET

(5) Determinar A. po. proporción:

A - 18n - 6783'75-3= n"r=---ET-

entonces \= Lr-As = #+

(6) Determinar Au por proporción:

n A" 2261,2s
-o 3 EI

(7) Determinar Ao:

^ / 180r ¡16.¡¿^ _ 1080
^4 = \EI)V\¿) - EI .

^ ^ ll8l.25
entonces Tz = as - a+ = ---F.

.- 611

- 
6rl

Pr = 30lb
6ll

!
Pz=

3

_ rDln

\= +(pr+ p2)

A

F

c
p

180 180
1 AET f AF,

a2
\

Fls.5-14

a1

7. Resolver el problema 6 usando el teorema de Castigliano.

Solución:
La energía total de deformación U debida a la flexión es

u = f * = rJt + u2+ u3J 2EI

donde Ur : energía de ¡: 0 a ¡: 6

' U2 : energía de ¡: 6 a x:12
Ug : ene¡gía de x: 12 a ¡: 18.

u,=[.u,ry: =ffiJ"=# =#e#f

Ahora se halla {/s : us = fta 
ef og-:f ¿" = #

Si 1es el momento de inercia de una sección de diámetro D, entonces el momento de ine¡cia de la sección
de ¡ : 6 a x:12, cuyo diámet¡o es 2D, es 16 L La energía de deformación en la parte central es

u^ = f"' lRr,' - nG - a)f" ¿'
' Ju 28(161)

Integrando, sustituyendo tlPr+ $) por R¿ y agrupando términos,

nnftP-,2 = #V(ryf .."neü)-,q,]
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La energía total de deformación es U = Ur+ U2+ U3

53

ft -

La deformación producida por P1 es

. *,(\:!') - *f] . #

1080+ 10r,25 _ 1181,25

EI EI EI

,r,(+f . #1,(r", f

7u

"'L
= f;,<rrrr"¡ * fi<rr*P;t =

La deformación en el punto de aplicación de P, es

¿U
)p = H,rnezt + lft-,!',Tu+, . +l #.ryL.

$)A

dtD

EI
2160
EI

3543,75.EI

8. (o) Usando el método de los momentos de las áreas, mostrar que la máxima deformación por
flexión de un elemento de longitud .L simplemente apoyado y que soporta una carga uniforme-
mente distribuida de ¿u Ib por pul (kg por cm), como se muestra en la figura 5-15(o), es
5wL4P84EI. (b) Isual a (o) pero usando el teorema de Castigliano.

Solución:

(o) Usando el método de los momentos de las
areas.
1. Dibujar la curva elástica, como muestra la

figura 5-15(ó). 'Itazar una tangente hori-
zontal a la curva elástica en el punto M. En-
tonces, Ia defo¡mación y es el momento del
á¡ea del diagrama de momentos entre los
puntos M y B, con respecto a B, dividido
por -8L

2. Dibujar el diagrama de momentos, como
muestra la figura 5-15(c).

3. Para cambiar, dibujamos el diagrama de
momentos por partes, figura 5-15(d), ilus-
trando este procedimiento el cual en algunos
casos puede se¡ adecuado para sirnplificar
la determinación de las á¡eas v de sus cen-
troides.

4. En este caso sólo tratamos con los momentos
de las secciones I y IL

tuea de la sección r = <{xf;i = #

Area de la sección t = <(l<!rX+, = #
La distancia del centroide de la sección

I alpunto B es (213\(Ll2) : Ll\.
La distancia del cent¡oide de la sección

II alpunto B es Ql$Q12) :3L18.

Enronces rry = <#trfr - rt'x$r

(¿)

A

wL

I

(c)

(d)

(e)

wL+Q wL+Q

óuL
384

Í
x-l

wL
2

l, lDl Pul

I L
2 2

I

P
-L2

x--t,

tl

-;

Fts.5-15
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(b) Usando el teorema de Castigliano.

l. En el punto donde debe determinarse la deformación debe imaginarse una carga Q, como muest¡a la
figura 5-15(e).

2. La enery¡a de deformación por
deformación es

flexión es 
If#. 

Para la mitad izquierda de la viga, la energía de

r| - ft/' li<*t +Q)x - !*rz)2 dxur - J^ 2EI

=+l#
5wL3Y = zasil'

Como la energía de deformación en la parte izquierda es la misma que en la de¡echa, Ia energía
total de defo¡mación en la viga es U:2U{

*1,-t.a,#

*Lo1 EwLa
lr8 I = s¡/'u

9.

P= l75lb

tY=Psen
= PR senó

y=Pccó :

Fls.5-16Eu = 2E rrP
AP 2 AeE

El valo¡ de e, la distancia del eje centroidal al eje neutro para una sección trasversal circular, es

e = o - <l-,oil-,¿f = b - <t/Á+-t/1f = 0,0505

La deformación en el sentido de la carga P es

267r(r75)

u = ,!u'll<*r+Q¡'---tr*"')'¿, = *le#f # _*#! -+#J

¿U
¡0 -#.'l

Cuando Q: g,

o si W es Ia carga total wL,

Determinar la deformación horizontal del pun-
to A de una viga curva de acero de 2" de diá-
metro, con 4" de radio interior de curvatura y
cargada como muestra la figura 5-16. Considerar
únicamente la flexión.

Solución:
Para cualquier ángulo { el momento de flexión

con respecto al eje de gravedad es M : P(5 sen ó).
Por tanto, la energía de deformación debida a la
flexión es

,, frt M'dó fT lsPseng¡2d,g
'J=l u"E=l 2A"E¿o vo

- 25 nP2
4 AeE

La deformación en el sentido de la óa¡sa P es

7u 25 irP
¿P = n*n

+ 0,oo1442"

6/¡

rr(o,o5o5) (30 x loe)
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1O. En el problema 9, determinar la deformación debida a (o) el esfuerzo cortante y (b) los efectos
combinados de la flexión, el esfuerzo cortante, y la componente normal.

Solución:
(¿) En cualquier sección el valo¡ de la fue¡za cortante trasversal V es V: P cos d. La energía de deforma-

ción es

U = f' ot^l:O (donde K: f p"." una sección trasversal circular)' Jo UG 3 '--- ---- -

f" +<p cosg¡21s¡d{ 0,0884p2 f' . ,.o , , 0,0884P2fsen 2ó . ó1" o,oB84P2 .n= Jo ¡px'xlrilo"t = 10"- )o rcosó)2 aó = "t** [='é 
-t)'. = ff t;'

La deformación debida al corte en el sentido de la fuerza es

3q = 0.0884P2 = 0,0884(-1?bh = 0.0000486r1ap toe toe

comparada con una deformación de 0,001442" debida solamente a la flexión.

(ó) La componente normal de P que produce alargamiento axial en cualquier sección es N : P sen $.
La rotación de una sección debida a la fuerza normal N encuentra oposición en el momento M :

PR sen {.
La energía de deformación debida a la componente normal de la carga en presencia de flexión es

u = I:l#'-H)"=( H## ( (SPsendXPsen$¡d$
7r(30 x108)

- o,o?92P2 ( 6"n67, oó _ o$l?ur' ( 6.n6r, o6IoB Jo .ro

- 0,0265 P2 (2., _ o,o53P2 ,2.,108 '2' 108 '2'

¿u _ [0,026b(125)-0,058(lzb)]z :_0.000014b,,¡F - ---rou
Entonces la deformación neta debida a los efectos combinados de flexión, corte y fuerza no¡mal es

D : 0,001442+0,0000486-0,0000145 : 0,0014761" ó 0,0015".

ll. Determinar el desplazamiento horizontal a lo largo de la Iínea de carga del marco mostrado en la
figura 5-17. EI momento de inercia es el mismo en todas las secciones. Considerar la deformación
debida únicamente a la flexión.
Solución:

Usando el teorema de Castigliano, la energía de deformación del marco es la suma de la energía en los tres
elementos. Para los elementos 1 y 3 la energía es la mrsma.

= o fo M'¿, - " fo QY)2 dv - ^ .F2hs '= 'Jo Ef = 'Jo tr = z(w)

u2 = ["" 
tryf = # para el miembro 2

rotalu = ,r#r_#i
2Fh3. Fh2L Ar= gEI+ EI = üL en

55

¿U
¡r la dirección de F.

Fls. t-l?
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12. Pan el marco de una má1uina mostrado en la figura
5-18, determinar las deformaciones horizontal y vertical
del extremo inferior del elemento 1, debidas a la fuerza
horizontal F aplicada. Considerar cargas axiales y de
flexión.

Solución:
La energíade deformación para cargas axiales y de flexión

en las diferentes partes del marco es

rrr = I'ff+.I'#
u2 = I"t *#to, - I"t #
us= I.'*#ú*-I"'#

Fig. t-tE

La energía total de deformación

tr = , F2hs ,Q2h ,
6EI ' UE'

La deformación horizontal
Q a cero.

es U = Ut+ U2+ a3.

úr" oL2 Fh F2h2L F2LLt-r-. 6El 2EI 2EI 2AE'

se determina tomando la derivada

Fh2.zh.,.
f 

-+ 
t.I +

EI'3
FL
AE

- FLh (L+h\
2EI

,Q'L'h, QLF|2, r2n3, (lr,
' 2EI--2EI - 6EI-2AE)

parcial de U con respecto a F, igualando

#=6,
La deformación vertical se determina tomando la de¡ivada parcial de U con respecto a Q después de ha-

berigualadoQacero.

#=D]
13. Deducir la ecuación de deformación por cargas

cortantes para una viga con varias cargas y cam-
bios de sección, la cual es de la forma:

r *KV"1' AG

Solución:

l. Consideremos una viga con fuerzas aplicadas en
A, B, C, y D, como muestra la figura 5-19(a). En
este momento no se pone ninguna restricción que
prevenga a los puntos de la viga la deformación.
(Se muestran cargas concentradas, pero el proce-
dimiento puede extendetse a cargas variables, en
forma similar.)

tu
dx

2. La defo¡mación debida al corte se determina¡á
considerando únicamente la deformación de la
superficie neutra. Esto elimina la necesidad de
considerar el alabeo que se presenta a lo largo de
la sección. Los elementos dife¡enciales de las sec-
ciones trasve¡sales en el eje neutro se deslizan en una di¡ección perpendicular a la superficie neutra de la
viga original. Entonces todos los planos que contienen estos elementos en la superficie neutra permanecen
paralelos ya que son perpendiculares a la superficie neutra de la viga original.

Desplazamientos enormemente
eragerados

(b)

Ftg. t-19

h

W
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Debido al corte, las partes del elemento se deformarán cada una en relación con las otras, como se mues-
tra (exageradamente) en la figura 5-19(b).

Si se sabe que los extremos A y D no se deforman, puede trazarse la línea de deformación nula (o línea de
base) AD.

Trazar la linea AE perpendicular a la sección en A para tomarla como referencia.

El ángulei entre la línea de deformación nula AD y la línea de referencia AE es C1.

El ángulo ent¡e la línea de deformación nula y la linea central de un elemento se denomina9. 01 =
Ct+7t,02 = Ct+72,0s = Ct+7s. Comotodosestosángulossonpequeños (cercanosacerooa360"),
podernos escribir

taa9t = Cr+tanyr, tan0" = C!+tany2, tan0" = Cr+tany3

La tangente de 0 es la pendiente de la línea central con respecto a la línea de deformación nula.

tan9, = @y/dx)r, tan 02 = @y/dx)r, tan0" = @y/dx)rl
Como el esfue¡zo cortante es proporcional a la deformación,

"r=#=gany)G, o tany=+,AAC

En donde, K es una constante para la sección t¡asversal particular empleada (K : 4/3 para una sec-
ción trasversal circular, oK:312 parauna sección trasversal rectangular). Pa¡a las diferentes seccio-
nes tenemos 

Ktanl¡ = t"v l,, tannn = (l(l/ \,,. tan y. = rKV *tAG't' tAG,II' vq" /3 \tr6tIll

Sustituyendo los valores de (9) y (8) en (7), obtenemos
dvKVdv-KVdv^KV

sec. I: (ff\ = Cr + (ia¡r, sec. II: (l)r, = C,* (fr)t, sec.III: (É)rrr = Ct + (id)rr|
Dibujar un diagrama convencional de fue¡zas cortantes al usa¡ las ecuaciones en (lO). Si la fuerza cortante
es (+), sustituirla como tal en las ecuaciones; si la fuerza cortante es (-), remplazarla como tal en las
ecuaciones. Una deformación positiva significa una deformación hacia abajo y una deformación negativa
significa una deformación hacia a¡riba.
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3.

4.

a.

6.

8.

9.

lo.

tl.

14. Determinar la deformación debida únicamente al corte en
el sentido de la carga aplicada P, para la figura 5-20, (a)
aplicando el teorema de la energía de deformación de Cas-
tigliano, (b) aplicando Ia ecuación de la fuerza cor ante
trasversal combinada con una función escalón. Observar
que existe una deformación nula debida al corte. entre
los soportes fijos.
Solución:
(a) La energía total de defo¡mación almacenada en el elemento es

la suma de las energías de deformación en las secciones 1 y 2.

Fle.5-20

La deformación ve¡tical en P es N = z'+ Xp- 
,

dP AG

(b) La deformación en P puede obtenerse también por integración de # = # - , 
".

Se observa que el valor de V entre las dos reacciones es f 0,2P, y que el valor de Ves -Pentre la reac-
ción derecha y Ia carga P. Usando una función escalón, el valor de V puede expresarse

V: 0,2P-|2PH76 dondel[e: 0para¡ < 10, Hrc: lpara.r ] 10.

Entonces
dy

dx

K(o,2P - t,2Paro) +Ct

u = uL+u2={'"ffib,.1)'#* = [.'o"#0".1:'#0, ='#

AG

,=#l (o,2-r,2 H¡6 + C1¡ilx = #lo,zx-r,2 HLo(r-10) + Cs +C2f
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1ó.

De la condición de contorno, y : 0 cuando x : 0, Cz : 0.

De la condición de contorno, y : 0 cuando ¡ : 10. O = #(2+ l0C1) y Ct=-0,2.

La ecuación general de deformación por corte es y = #lO,zx - 1,2 Hrc@- 10) - 0,2¡].

La defo¡mación por corte en r : 12" es , = ''14r" .

Determinar la deformación debida únicamente al cor-
te producido por la carga P para el elemento mostrado
en la figura 5-21, cuando existe un cambio en el área
de la sección trasversal de A a 2A en el punto medio p
del elemento, (o) usando el método de la energía de t
deformación, (b) usando la ecuación de la deforma-
ción por fuerza cortante, (c) lo mismo que en (ó) pero
usando funciones escalón. Fie. f-21

KP2 L+ _t_)
t6AG'2'

= sKPL
L6AG

Solución:
(a) La energía total de defo¡mación debida al corte es

rt./^ ^ ^t.
u = 1'"/" 

x<l-t-z'Í ¿* * f" xt=e-!.2,t::^!" = t*r!,Jo uG Jt/" 2(2A)(G) 8AG'2'

La deformación por corte bajo la carga P es y = W = X+ + L!-L
' ¿P \AG I6AG

(ó) Usando la ecuación de la fuerza cortante trasversal

1. Para 0l¡( +'#=ct*# donde v = fuerzacortante : Pl2.

Integrando nt = Ct * *q1;', obtenemos (t) y = 1cr+ !!o-)x+cz.

'dr^KV2- Pa¡a i S"SL, += Ct+ *- donde V : fuerza cortante :-P12.z 'É= "t* tz,src 
do

Integrando fr = c" - +#, obtenemos Qt y = <c, - ffi't, * c".

3. Las condiciones de contorno son:

a. cuando x: O,t: O; así,delaecuación (l), 0: (Cr +KP|2AG\O* Cz oCz:0.
b. cuando x : L, y : 0; así, de la ecuación (2\,0 : (Cr -KP| AG)L + C3.
c. cuando r : Ll2, y de laecuación (l) : y de (2):

(ci KP/2AG)L/Z + O = 1C"-KP/4AG)L/2 + Cs.

Resolviendopara C1 ! Cs, Cr : - ffi y Cs = *T*
Ladeformaciónenr: Ll2predeencontra¡sedelaecuación(1)conlasconstantesinse¡tadasen

ella:
, KP- KP\¿+n _3KPL\-aAG'zAG)t-u - 

\GAG-

(c) Usando una función escalón.

La ecuación de lapendiente es, de #=#-cr, #=h+ -i#HL/, * C, con la fun-

ción escalón HLiz : 0 para .r < Ll2 y HL/z :l para r - Ll2. Integtand'o,

KP ' Su,,-(r- ltl * cnx t c.z,4ct' - l' u,,' z''
Cuando x : o, y : 0, loque da C2 : 0; cuando x : L,ll :0, loque da C1 : -KP|8AG. Ladefor-
mación en x : Ll2es Kp Kp (L\ + o = BKqL

;AcG-o) sAG'2' - r6AG
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16. Para el eje hueco cargado como muestra la figura 5-22, comparar la deformación en el sitio de Ia car-
ga debida a la fuerza cortante trasversal con Ia deformación debida a la flexión.

Solución:
(o) La deformación debida a la fuerza cortante trasversal es

59

0<x<2
+ = cn+
tlx

Integrando,

(1)y = ctr+ffxtC2

2<x<6
dy^KV
E=LT+AG

Integrando,

KV
AG-

K(400)(2) y = Lrx- A-x+ ca

Las condiciones de contorno son:

l.cuando¡:0, y:0
2.cuando¡:6";y:0
3. y de (l) : y de (2) cuando x : 2"

donde Ct : 0, Cz : 0, Cs : 2a00KlAG.

Entonces, haciendo C¡ : Cz: 0 en la ecuación (l) y
resolviendo para la defo¡mación en x : 2",

^ K(800x2).^ 1600Ku+---¡d-ru = AC

donde K es el facto¡ aplicado al esfuerzo co¡tante medio para
encontra¡ el esfuerzo cortante máximo en el eje neutro.

AhoraK(Lr=!9 o K = QA'A' Ib Ib

donde

a

A=

f-
t-

b=

n, =fr = aooru i*=|r=+ooru

P = 1200 Ib

momento del á¡ea que estrí por encima del eje neutro

.noj,z oo .no2i,z ni(8)51 -\8)31
,rD: -D?\ Fre'6-22

t , área de la sección trasversal

TQ: _D:)
--tE^--- , momento de ine¡cia de la sección t¡asversal

Do - Dii Do = diámet¡o externo, a"; Di : diámet¡o interior' 6"'

Sustituyendo enK:#.K:t.ez. Entonces y = t# = 1;#"!ryAt"rr1 = ll,exlo-spul.

(ó) Deformación debida a la flexión en el punto de aplicación de la carga

, = Pf'(L'-f'-r'). 
6LEI

( 1200) (4) (2)

ffi 
162-42-22¡ = 1'035 x to-aPul'

(c) Relación de la defo¡mación por co¡te a la defo¡mación por flexión en el punto de aplicación de Ia carga

11.9 x 1o-8_ = 11.5 .

1,035 x 10-
(d) Deformación total en el punto de aplicación de la carga

U,9 X 10-6 + 1,035 X 10-8 : 12,935 X 104 pul.

(e) Notar que el estuerzo de flexión es bastante pequeño: t = + = =PY9/'zL 
= 46,6 psi'' I 0r/64)({-6-)

fF
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(/) Deformación por corte trasve¡sal usando el teorema de Castigliano:

u = f oy?y = f' x<zP/z>" ¿, * f" xep/tt'¿,
J 2AG Jo 2AG J, 2AG

Deformación en el punto de aplicación de la carga , = 
y - 4KP
¿P 3AG

Notar que esta deformación es la misma obtenida en (o).

2KP2
3AG

= 4q¿oo) - l6ooK
3AC AG

17. Determinar la deformación por cor-
te en el punto medio entre los so-
portes debida a una carga trasversal
de 100 lb por pul. Referirse a la figu-
n 5-23. Resolver por los siguientes
métodos:
(a) Teorema de Castigliano.
(ó) Ecuación de corte trasversal.
(c) Función escalón.

Solución:
(¿) Solución usando el teorema de

Castigliano.

La energía de corte está dada por

tr = | xy:¿"-J2AG

_ f 12 xqttzs * Le - roox)2 itx- J^ ------ uc-
," f2a Kqrtzs - ie - rooxf dx-J"rT

, f"o Klaooo - toox)2 dx-f - 2Ac -ú24

(4)

100 lb,/in

(ó)

Flg.5-23

R¿ = 1l25lb

donde se ha aplicado una carga Q en el punto donde quiere encontrarse la deformación. htegrando,

, = #l<iq-?b)3- (r12b+¿Q)'- ("q+nzs¡s + (?b+ LQl" - (600)31

¿u -K .,^
ü = -*¡ \ta-7il2 - on;+iQ)2 - (tQ+tzzst2 + (15+iQ)2f

Cuando 8 : 0, la deformación en Q esy : |2OOK/AG.

Paraunasecciónrectangular de2" x 1", ^r = 7200K - 720o(3/t\
' AG 2(12x1ó = 45ox1o-o Pul'

(b) Solución usando la ecuación de corte trasversal. Figu¡a b-28(b).

03x124

dy _ n, KV ^ ._K(1125-100*)
É= tt* lG = tt*-T

Integrando,

crr* 
ft<n2lx-50x2)+ c2

24<x130

dy - n , KY ^ KÍ125-100r+18?b)
á="r* ¿.C='-t'nT
Integrando,

K
Cú+ñG000'-b0r2)+Cg

6rl

6tl
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Condicionesdecontorno:¡:0,I:0;x:24",J:0parao¡nb¿secuacionesdedeformacrón.

Sustituyendo las condiciones de contorno en las dos ecuaciones se obtiene Cr : 75KlAG' Cz : 0,

Cs : -45.000K1AG. 
La deformación en r : 12" se encuentra de

k ^ n^K K. 1200K
cLx+ftel2'x-50x21+c, = 7d04+fd[ttzsltz¡-50(12)2l 

+0 = ñ

(c) Solución usando una función escalón.

La ecuación de la fuerza cortante, usando una función escalón Hro, donde H24: 0 para x < 24"

Y Hz+ : 1 para.r Z 24", es V : ll25-100¡ * l875Hz+.

La ecuación de deformación porcorte es # = #V +Cr= firttrr-100¡+ 1875H24)+ Ct.

V.
Integrando. , = #lll2lx-50,¿2+1875(x-24)H24) 

+ C1x+ C2.

De las condiciones de contorno (r : 0, y : 0) y (r : 24,y : 0), tenemos q : 1íK|AG, Cz :
0. La defo¡mación en ¡ : 12" es

ftlnzs<rzl-bo(12)2+ ol * #(12) + o = W

18. Determinar la deformación por fuerza cortante en P1 y P2 para la viga mostrada en la figura 5-24,

Ia cual se encuentra cargada con P1 : 30 libras y Pz : 30 libras. Usar Ia ecuación de deforma-

ción por cotte dy/d,x = C.,+ KV/AG.

Solución:

0(¡(6
+= c.
d.x

Integrando,

6l

, K(30)-AG

6{x112
dy ^ K(0)
dx - "a 4AG

Integrando,

(2) y = Cp+0+C"

12 1x
dy=
dx

Integrando,

(3) v = c*-ffx+c+

s18

Cl+ K(-30)
AG

(1) y = cp+ffx+c2

c,= -ft, cz= o, c"= #, c,=W

Condiciones de contorno:
¡:0,y:0
x:6,yde(1):yde(2)
x : l2,y : Ode (3) v (2).

Sustituyendo las condiciones de contorno en
(1), (2) y (3) se obtiene

Así, de la ecuación (l), la deformación en el
punto de aplicación de la carga P1 es

15K 30K 15Kl=-*x*AG*ru=Tdx

lpa.rar:6",

t = +906 (el sieno más indica deforma-
'AG ción en el sentido positivo, esto

es, hacia abajo).

Pr=30 lb

tl
N

Ftg.5-24
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La deformación en el punto de aplicación de la carga p, es, de la ecuación (3),

t'K., 30K _. 540K 45K 540K- Ac-'- AG-' - AG = - Ac"'=A.

y para x : 18", y : 
-21OK|AG 

(el signo negativo indica una deformación hacia arriba).

19. Resolver el problema anterior usando el teore-
ma de Castigliano. Ver la figura 5-25.

Solución:

La reacción izquierda es f(p, I pz) y la
derecha l(Spz- p).

La energía de deformación es

u = fu xlLrP'+Prll2¿"
J^ zAG

* f" !Jiet:!a-!t!z Fis.5-25
J. 2(44)G

* l'" x(-P')" ¿'
J,^ 2AG

rntegrando, , = K(Ptld'n -re#P-W

Deformación por corte en pr: 
# = #eip) - #"(p2-p) + o

y para P2 - Pt:30 lb, y : -# (el signo más indica una deformación en el sentido de pr, esto es,
hacia abajo).

Deformación por corte en P2: / = + = 3\pr+p; + 3\,(p,-p.¡ * !(pdP, zAG'-' - '' \AG'' z 'L' AG'2
y para P1 : Pz:30 lb, y : +TYi (el signo más indica una deformación en el sentido de P2, esto es,
hacia arriba).

Determinar la deformación debida al corte en el cen-
tro de una viga de sección trasversal constante. La carga
es uniforme y la viga está simplemente apoyada en sus
extremos. Usar el teorema de Castigliano. Referirse a la fi-
gura 5-26.

Solución:

=30lb

lQ
IL

2

Int¡oducir una carga concent¡ada e en el punto en el cual '!#se va a determinar Ia deformación. La enersía de deformación
po¡ co¡te es

,, rL/' x .wL e .2 .u = J^ 2AG(T +;-ux) dx

, fo K .u.,L a ,2,* l- UC(Z -i -wx)- dx
r L/z "'

= -=!-Lgf - t4 *9¡s ¡ ¡-y! - 9r. - r-9.,".|6AGwl2' '2 2' \ 2 2' ' 2')
g = -=.!^ lÉ._1,**9f _!,_y!_er*1,_9,,.|dQ 6AGul8 2'2 2' 2' 2 2', 2'2'J

ypara Q :0, y = KUL2/\AG.

t6rr- rr¡

(P,+ P^\ | I

u,, I u,, _L u,,
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2t. Dos rotores deben montarse
sobre tres cojinetes y acoplar-
se entre sí como se ilustra
en la figura 5-27(a). Se nece-

sita que, después de instala-
dos, el momento de flexión
en el eje B (en el cojinete cen-
tral) sea cercano a cero. El
procedimiento de instalación
se muestra en la figura 5-27
(b). El eje B se montará en
sus cojinetes. El eje A se mon-
tará en su cojinete (No. 1)

temporalmente soportado en
el acoplamiento. El soporte
para el coiinete No. 1 se ajus-
tará verticalmente para dar-
le el valor apropiado al án-

Sulo d, entre las caras de las
mitades del acoplamiento.
Las mitades del acoplamien-
to se unirán fuertemente me-
diante pernos y el soporte
temporal será retirado. De-

terminar el valor necesario
del ángulo {.

(Cojinete elevado duran-
be la instalación para dar
el ángulo apropiado p)

Flg.5-27

Solución:
(o) Los diagramas de cuerpo li-

bre de los dos rotores serán

como se muestra en la figura 5-28. Mc es el momento establecido en el acoplamiento cuando es unido con

los pernos. F es Ia fuerza vertical.que una mitad del acoplamiento ejerce sobre Ia otra.

(b) Tomando momentos alrededo¡ del extremo izquierdo del eje A'

Mc+80F = (1000X30).

El momento de flexión en el eje B en el cojinete No' 2 debe ser cero:

M.- 10F = 0.

(c) Resolviendo las ecuaciones ante¡iores simultáneamente,

F : 333,3 lb,
M. : 3333 lb-pul

Aconlamiento l@
000Ib ngrdo

Flc.5-2t
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(d) Estudiemos ahora la curva elástica del eje A antes y después de uni¡ con pernos las mitades del acoplamien-
to' La figura 5-29 muest¡a los diagramas de cargas, momento de flexión y deformaciones pa¡a este eje, antes
de colocar los pernos.

Lapendientedelacurvadedeformaciónenelext¡emodelacoplamientoes ZTlS0.Porelteo¡emade
los momentos de las áreas calculamos

ZlEr : (18.750)(50/2)(s0 + 50/s) + (18.Tb0) (Zol2)(20) : 27,b0 x 106

Por tanto, el ángulo y. = L =-Zéo tjnu- , r g0 g0E1:Y- radianes (tan yr= 7, va 9ue el ángulo es pequeño).

625 tb
3333
b-pul

666,7 lb

Flg.5-29 Ftg. ¡_g0
La figura 5-30 muestra los diagramas de cargas, momentos de flexión, y deformaciones para el eje A,

después de colocar los pernos.

(/) Estudiernos ahora la curva elástica para el eje B
antes y después de unir con pernos. La figura 5-Bl
muestra la situación antes de colocar los pernos. l,a
porción del eje a la izquierda del cojinete izquierdo
es rccta y forma un ángulo /"con la línea central
del cojinete.

Después de colocados los pernos, la situación
es como muest¡a la figura 5-32. La parte del eje a
la izquierda del cojinete izquierdo es ahora curva
y una tangente trazada en el extremo izquierdo
forma un ángtlo yo con la línea central del coji-
nete. No obstante, como no ha cambiado el dia-
grama de momentos flectores entre los cojinetes,
una tangente en el cojinete izquierdo aún forma
un ángulo /3 con la línea central del cojinete. El
ángulo que debe girar el acoplamiento al colocar
los pernos es (7+ - Ts).

Pero EI(/a-Td : área del diagrama de

: 0,215".

2000 lb

El cálculo por el teorena de los momentos de las áreas da z2EI : 34,61 x 106; entonces

" 
= 34'6r lroe radianes'z B0,EI

(e) El ángulo a través del cual debe rotarse la rnitad del acoplamiento unida al eje A al colocar los pernos es

7z - 7t - ( 
(34'6r:-Z'50) 108)tf 

**0".

Como E : 3 X 107psi para el acero e I : n2alTpul+, Tz-7"

1000 lb

1000 lb
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333,3 lb

6 : o,zLb + 0,041 : 0,256 srados

65

aaar ru-wr (

3333 lb-pul

momentos flectores entre el extremo izquierdo del eje y el cojinete izquierdo.

(3393/2X10)r 180\ = 0.041 gradosT+-Ts = '-E-

(g) Finalmente, el ángulo entre las mitades del acoplamiento antes de poner los pernos debeúa se¡

22. Una sección ahusada de un eje como la mostrada en la
figura 5-33(o) se analiza a veces en una forma más
conveniente si se remplaza por una sección escalo-
nada, como muestra la figura 5-33(b). Para tener ri-
gideces aproximadamente equivalentes, los diámetros
de los escalonamientos deben determinarse en la si-
guiente forma:

p!+D!
/D'\+ = ---ll---------:\"7, 2 '

23. En la vecindad de ensanchamientos y ranuras, no es

efectivo todo el material para producir rigidez en el
eje. Una regla aproximada es ignorar el material som-

breado, como muestra Ia figura 5-34.

Flg.5-33

Flg. ú-34
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24.
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Una barra rectangular tiene una sección trasversal de 2,' X J,, y 40,,de largo. El límite de fluencia
del material usado es 50.000 psi. En los extremos se aplican cargas axiales. Determinar: (o) la re-
lación L/h; (b) cuál de las fórmulas (de Euler o de J. B. Johnson) debe usarse; (c) la carga crítica
si los extremos son relativamente rígidos; (d) la carga axial segura para-un factor de seguridad
N - 3; (e) el esfuerzo equivalente de compresión.

Solución:
L(o,;=
tc

40

t/t<^in¡/Á \/AFA6 = 69,3 para h : 2"

(ó) Elvalo¡ de Llk por debajo del cual debe usarse la fórmula de J. B. Johnson y por encima del cual debe usar-
se la de Eule¡ es

40

L
lc- ,{T=ffi=loe

Por tanto, debe usa¡se la fórmula de J. B. Johnson. Observar que C se ha tomado igual a 1, aun cuando los
extremos se consideran relativamente rígidos.

(c) La carga crítica es

| ". 
(L/k'f 1 r .^ ^Fc, = srelr -"#J = soooororfr--d#ffi;] = ne000rb

(d) La carga axial segu¡a es F = $r/N = 239.000/3 : ?9.700 lb.

Ff ' I(e) El esfuerzo equivalente de compresión 
". 

seg ; l--; rr7ñ | = 16.?00 nsi.

Lt - -4c7P¡ J

Notar que el esfuerzo anterior es el mismo que se habría obtenido de

s 'v .. 5o.ooo
r;= N' 

"*'= 
t' o 

""g = l6'Toopsi'

Nota¡ también que utilizando simplemente F/A se tendría un esfue¡zo de 29.000/6: 13.g00 psi, el
cual no tiene ningún significado por presentarse el efecto de columna.

25. El vástago del pistón de un cilindro de aire debe diseñarse para una carga axial de 6000 lb. El vásta-
go extendido tiene una longitud de 20". Aun cuando un extremo del vástago está sujetado más o
menos rígidamente al pistón y el otro extremo está articulado a un elemento que está restringido
en una guía, debe usarse un valor de C : 1. Determinar el tamaño del vástago que debe utili-
zarse para un factor de seguridad de 2,5 con un material cuyo límite de fluencia es 40.000 psi.

Solución:

(o) AI principio no puede determinarse si se emplea la ecuación de Euler o la de J. B. Johnson, ya que se desco-
noce el diámetro. Un procedimiento de tanteos es el adecuado. Ensayamos la ecuación de Euler y la veri-
ficamos al final, para lo cual la usamos en la forma de esfue¡zo equivalente.

El esfuerzo permisible 
"" "ng s1/N : 40.00012,5: 16.000 psi.

s-^ = +l "-"='y] . 16 ooo - 6000 lqgqq44¿flo"q=AL-¿arJ o 16.000=¡pzl¡mo"lo"tj
de la cual D : 0,N2". Ensayarcon D : 13116,,.

(á) Verificación d,e Llk: + = + =, 20, : 98.5k iD ü(13/16)

Para C : l, E : 30 x 108 psi y un límite de fluencia de 40.000 psi, debe usarse la ecuación de
Euler si Lfk es mayor que 121. Por tanto, debería haberse usado la ecuación de J. B. Johnson.

(c) usando la fó¡mula de J. B. Johnson, D : 0,883". usar D : 71g". Verificación final:
L=!= ¡20, =91.4.k iD iq/at
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26. Un tornillo de rosca cuadrada de l', tiene 15" de largo entre la tuerca y el cuello. La carga axial es de

5000 lb y el momento de torsión en el tornillo entre Ia tuerca y el cuello es 1000 lb-pul. Usando C :

1 y despreciando la rosca, determinar el factor de seguridad si se utiliza un acero cuyo límite de

fluencia en tracción es 50.000 psi. (considerar que Ia carga es permanente.)

Solución:

(¿) El diámet¡o del núcleo de un tornillo de rosca cuadrada de 1" es 0,183". + = e#n = ?6,6.

(b) EI valor de Llk qte determina si se usa la fó¡mula de J. B. Johnson o la de Euler es:

= 109

67

L
k

Por tanto, debe usarse la fórmula de J. B. Johnson con Lf k : 76'6'

(c) El esfuerzo equivalente de compresión es

'"q = xl--i*-rl = 

"ro"t. 
-,*t;rl =

Lt -icFE-J Lt-6u6;J
13.900 psi

(d) EI esfuerzo co¡tante debido a la to¡sión es _ logo(0,783/2). : 1o.6oo psi
(ir/32) (o,783\*

El esfue¡zo cortante máximo es r(max) = \fGqETe = @

El límite de fluencia en corte es cercano a 0'5 sn : 0'5(50'000) : 25'000 psi'

El factor de seguridad es 25.000/12.650 : 1,98.

s^, K+s,,
s I -¿---J---: = 6950 +'e-om'snABC

Tc
So = --l-

(e)

(f\

: 12.650 psi

27 . ;g¡q¡al al problema 26, excepto que la carga se aplica repetidamente desde cero hasta el máximo' To-

mar como f'ac¡or efectivo áe concentración de esfuerzos K¡ para la rosca en carga axial 2,8 y para

la rosca en torsión tomar Kri :2,0 (supuesto) . El límite dó fatiga del material para flexión con in-

versión es 32.000 psi.

Solución:

(o) En el problema 26, el esfuerzo equivalente máximo en compresión es 13.900 psi y el esfue¡zo máximo en

torsión es 10.600 Psi.

(b) Elesfuerzonormalequivalentedebidoalacargavariable,conunesfuerzomáxlmode13'900psi,unesfuerzo
medio de 6950 psi y un esfuerzo va¡iable de 6950 psr es

(50.000) (2,8) (6950) = 58.000 Psi
(32.000) (0,?) (0,85) (1)

donde A:0,? (cargaaxial), B:0,85(efectodetamaño), f:1(porusa¡factoresefectivosdecon-
centración de esfuerzos.)

(c ) El esfuerzo cortante equivalente debido a la carga variable, con un máximo de 10.600 psi, un esfuerzo medio

de 5300 psi, y un esfuerzo variable de 5300 psi' es

sl KtQrs (50.000)(0,6)(2,0)(530or
ses = sr¿s.ffi = b300-ffi,tg,óüffi :24.800psi

(d) EI esfuerzo cortante equivalente debido a la carga va¡iable es

re = yCJú. 6"Í = @ : 38.2oopsi
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(¿) El esfuerzo seguro de diseño r,, tratándolo como un esfuerzo estático es

L - _0,5(5o.ooo) -- ---
N 1V : 38.300 Dei

de la cual N : 0,65. Un valor recomendable para un diseño seguro puede ser 1,b, es decir que el diseñopropuesto no es satisfactorio.

Notar que en este problema hay dos esfue¡zos "equivalentes". Uno de ellos debido a un esfuerzo de
compresión equivalente y el otro debido a la carga variable.

28. Para la fórmula de Euler, deducir la relación del esfuerzo equivalente de columna.

Solución:

F - Crr2EA 4, - Cr2E F Cn2E'ér - uh\r' NA = ñ<rn?' A= Nuh),
donde N es el facto¡ de seguridad, A es el área, y la carga segura es F : FcrlN.

Colocar N : 
* 

." h ultima ecuación y resolver para ses = ilffiPl

29' Para la fórmula de J. B. Johnson, deducir la relación del esfuerzo equivalente de columna.

Solución:

Frr= snAlr-"vtttt'fl F", - "vlr-"vttt*>'1. F = "!lr_sy(L/hl2c7 -v'-L^- 4cru J. NA = ¡v [t--@1. I iv t- 4cn2E

donde N es el facto¡ de seguridad, A es el ¡í¡ea, y la carga segura es F : Fcr/ N.

colocarN: "] enlaúltimaecuación------, - F f- t ,---'lseq Y resolvet Para s¿g = 7 | s,y 6Wl't-i@J
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PROBLEMAS PROPUESTOS

3O. Demostrar que Ia deformación por flexión en el extremo de una viga en voladizo de longitud -L' debida a

una carga uniformemente dist¡ibuida de u lb por unidad de Iongitud es wL4¡8E1.

(a) usando el método del momento de las áreas, (b) usando el teorema de Castigliano'

Bl. Usando una función escalón, establecer la ecuación para El(il2yldr2) y por medio de integración doble

demostra¡ que la deformación máxima de una viga en voladizo de longitud L, debida a una carga concentra-

da pcolocada a una distanciao del extremo libre ya una distancia b del extremo n:o", ff Qb'l 3a)'

32. Determinar Ia deformación vertical debi-
da a la flexión en el Punto r: o, Para
un elemento ho¡izontal de lcngitud -L,

cuando está sometido a una fuerza hori-
zontal F que actúa a la izquierda y a una F
distancia h sobre el eje neutro, en la sec-

ción ¡ : o, como muest¡a la figura 5-35.

(o) Usar el método de la viga conjugada.
(b) Usar una función escalón y aplicar

doble integración.

Resp.y = F!!= o -a)(L -:-)-__-r.r SEIL,_

BB. Un eje de acero de 2 pul de diámet¡o está libremente apoyado sob¡e dos cojinetes separados 30 pul' El eje opera

a 1g00 rpm y soporta un volante en el punto medio entre los cojinetes. ¿Cuál debe ser el peso del volante si

se quiere operar el eje al ffinto de su velocidad crítica? Usar el método de Ia viga conjugada para la deforma-

ción. Resp. y : b,oozzr pul. (Ver capítulo 8 para velocidades críticas.) Peso del volante : 113,5 lb

84. Un eje de diámetro constante está simplemente apoyado en sus extremos. La distancia ent¡e sus soportes es

20 pul y tiene una masa de 50 Ib localizada 4 pul a la derecha del cojinete izquierdo. El eje debe operar a 18O0

rpm y se sabe que la velócidad crítica mínima, o velocidad de alabeo que daría una operación satisfactoria es

ae 25OO ¡pm. ¿CuáI es el diámet¡o mínimo que podría usarse de modo que la velocidad crítica mínima sea

2b00 rpm? ,Resp. Deformación en el sitiÁ de la 
"u.ga 

:34l2lEI. Diámetro mínimo del eje:0,81 pul

35. un eje de acero, Iibremente soportado en sus extremos, está hecho de tres secciones' La primera, de 12" de largo'

tiene un diámetro mnstante. La segunda sección, de 24" de largo, tiene un diámetro dos veces mayor que el de

la primera. La te¡ce¡a sección, de 12" de largo, tiene un diámetro igual al de la primera sección' En los sitios

donde los diámetros cambian se aplican cargas iguales de 200 lb. Demostrar que la deformación bajo cada carga

concentrada es 0,0929/Da, donde D es el diámetro de las secciones extremas.

36. Un eje de acero, soportado libremente sobre cojinetes separados 2 pies, soporta una ca¡ga concentrada de 200 Ib

situada a 8 pul del cojinete derecho y ,rrr. ""rg. 
de 100 lb situada a 10 pul del cojinete izquierdo' El diámet¡o

del eje es constante. Demostrar que la deform""ió.r bu¡o la carga de 100 lb es 0,0o244/I y bajo la carga de 200 lb

es 0,00228/L

37. un eje de acero de 4" está sopo separados 5 pies y soporta un disco de 3000 lb situado a lj

pies del cojinete izquierdo. El de 2 pul que se extiende desde el cojinete derecho hasta la

línea central del disco de 3000 efo¡mación en el punto del disco' Resp' 0'027 pul

Bg. Un eje, de sección trasve¡sal constante y 2" de diámetro, está libremente soportado por dos cojinetes separados

30,,. EI eje soporta dos masas, cada una de 400 Ib. Una masa está localizada 9"' hacia la izquierda del cojinete

derecho. Determina¡ la defo¡mación bajo cada masa y Ia velocidad citica del eje'

Resp. y : o,0I24", velocidad crítica : 1680 rpm (Ver capítulo 8')

Ftg.6-36
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39. El eje de acero de una máquina tiene 24,, de re cojinetes. A partir del cojinete izquierdo y en unadistancia de 8', el diámet¡o es de 2,,. El resto un diámetro de S,,. Una.urju 
"on""rrirada 

de 1000 lbestá situada a l0,,del cojinete izquierdo, y un a 15,,de dicho cojinete. ¿Cuál es la defb¡mación en elpunto de aplicación de cada carga?
Resp. y : 0,011" bajo la carga de 1000 lb, y : 0,0094,, bajo la carga de 2000 lb

4o' Un eje de 4" de diámet¡o se encuentra soportado libremente por cojinetes que están separados 4g,,. En su centroexrste un engranaje cuyo peso es 3000 lb. Un orificio de 2" de diámetro en el centro de la sección trasversal se

:T1i""d",18" 
desde el cojinete izquierdo hacia el engranaje. En este punto el diámet¡o del orificio se reduce ari ' 

y el aguJero continúa a lo largo de la longitud restante del eje. Determinar la deformación bajo el engra-naje por t¡es métodos diferentes, y calcular la velocidad crítica dei eie_
Resp. y: 0,0189,,. Velocidad crítica: 1365 rpm (Ver capítulo g.)

4l' Un eje de acero, de 30" de largo, está soportado por cojinetes en sus extremos. El diámetro del eje es 2,, desde elcojinete izquierdo hasta un punto situado 12" ala derecha de é1. El resto del eje tiene un diámetro a" rj;l ó".cargas de 400 lb cada una se encuentran sobre el eje, la primera de ellas en el sitio del cambio de sección y la se-gunda en el punto rnedio de la porción más co¡ta del eje. usa¡ el método de la viga conjugada para determinarla defo¡mación en el punto de acción de cada una de las ca¡gas.
Resp. y: 0,0381" bajo Ia carga izquierda, y : O,0B74,,bajo la carga derecha

Un eje de acero, simplemente apoyado sobre cojinetes separados 45,,, debe tener un diámetro D sob¡e las 15,,centrales y 0'75D en los extremos. El eje soportará una carga de 4000 lb en los puntos de cambio de diámet¡o.Si las deformaciones estáticas en los puntos de localización de las cargas no deben exceder de 0,001,,, ¿cuáldebe ser el diámetro del eje y cuál la defo¡mación máxima en él?
Resp. D:6,15", y(max) :0,00108,, en el centro del ere

Un eje de acero está simplemente apoyado sobre dos cojinetes separados 30,'. pa¡a las primeras 10,,desde el coji-nete izquierdo el diámetro del eje es 3"; para las siguientes 8" el diámetro es 2l,,; y para las l2,i¡esiantes el diá_metro es 2" ' Una carga de 700 lb est¡í colocada en un punto a 10" hacia la derecha del cojinete izquierdo. Deter-mina¡ la deformación estática en el punto de acción de la carga de 700 lb. ¿Cuál será la velocidad crítica del eje?Resp. y: 0,0056". La velocidad c¡ítica se¡á 2500 rpm (Ver capítulo g.)

n momento de torsión de 10.000 lb_pul proveniente de una
situado en el punto medio del eje entrega 6000 lb_pul y otro
nomento de torsión para el balance. Calcular la deforma_
despreciando el electo de las ¡anuras de las cuñas. Utilizar

nu' 
P:t::i':'11 .li .luacian de la deformación debida al corte en una viga de longitud L, simplemente apoyada.La carga es unilorme y su valor es u., lb/pul (k1/cm)

Resp. , = #(Lx-x2¡,
w-.. ¡2 |

/(max) = ll con, = !óAtr 2

42.

43.

46. Un eje hueco de 6,, d.e. X bá,, d.i. x 30,, de largo, está soportado
en sus extremos y ca¡ga cuatro ¡otores del mismo peso y espacia_
dos 6" entre centros, como muest¡a la figura b_36(o). Cada rotor
pesa 80 I .t
Entonces 4 ele'

terminar: "", 
,doi.

en los ¡ot , I del
eje debida al corte, en los rotores extremos y en los centrales.
Resp. (a) y : I,44Xl0-c pul en los rotores extremos, por flexión

y : 2,3lXl0-a pul en los rotores centrales, por flexión
(b) y : 0,354X10-4 pulen los rotoresextremos, por corte

y : O,532X 16-a pul en los rotores centrales. Dor corte

(a)

(b)

r60 lb

Fis. l-36
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47. Utilizando el teorema de Castiglia-
no, deduci¡ la ecuación general de

la deformación debida a la flexión
en cualquier Punto de una viga

simplemente aPoYada, de sección

trasve¡sal uniforme, que soporta

una carga P aplicada como mues-

tra la figura 5-37. Sugerencio; Con-
siderar una carga concentrada ima-
ginaria Q aplicada a una distancia
z del soporte izquierdo. La distan-
cia z es va¡iable, aun cuando se

considera como un valor frjo aI de-

termina¡ la energía de defo¡mación'
La distancia z está Iimitada a

0 < z < o en el diagrama de mo-

mentos mostrado.

_ pbz f t2_b"_r"l ,KesP. Y = ,LEItu
Esta ecuación es válida Para
O I z 4 a. En fo¡ma sirnilar

Puede determinarse la ecua-

ción Para el tramo a la dere-

cha de P.

^r=7,9?!

OSzSa

Fle.5-37

PROBLEMAS SOBRE COLUMNAS

48. ¿Cuál es la carga permisible de compresión para una barra de I" X 2" y 20" de largo, para un factor de seguridad

de 4? El límite de fluencia del material es 40'000 psi' C : 1'

Resp.ParaLlk:ffi,4,seaplicalafórmuladeJ'B'Johnson'F:16'750Ib

49. Similar al problema anterior, pero con C : 4'
Resp. Para Llk : 69,4, se aplica la ecuación de Euler' F : 7670 lb

50, El vástago del pistón de un cilindro de aire tiene 60" de longitud. Determinar el tamaño de vástago requerido, pa-

ra una carga axial de 2000 lb, si el material es acero con un límite de fluencia de 40.000 psi. Tomar un facto¡ de

seguridad--4y C:1.
n"rp. S" aplica la ecuación de Euler. D : I,58". Usar 1f "

51. Un tornillo de rosca cuadrada de 1,, tiene una longitud de 40" entre el cuello y la tuerca. La carga axial es de

2000 lb y el momento de torsión entre la tuerca y el cuello es de 1000 lb-pul. Usando C: 1 y despreciando la

rosca y las concentraciones de esfuerzos, determinar el facto¡ de seguridad. Límite de fluencia en tracción del

acero empleado, 510'000 psi. El diámetro del núcleo es 0,783"'

Besp. Se aplica Ia eiuación de Euler. Esfuerzo equivalente de columna : 12.900 psi. El factor de seguridad

pa¡a un límite de fluencia en co¡te de 25.000 psi es 1,93

a

iaz

b

P

x ry=+-Y

Momento flecto¡



Capítulo 6

Diseño de elementos de máquinas sometidos
a la acción de cargas variables

nr, orsnÑo DE ELEMENTOs DE MAQuINAS poR su RESISTENCIA es uno de los pa-

establecer las proporciones de un elemento de una máquina. Los pasos corrientes ". "i"o1.Jff"oTt;"rt 11]
nas son: la determinación de una disposición cinemática, un análisis de fuerzas, Ia selección de los ma-
teriales y el proporcionamiento de las partes. EI proporcionamiento de las partes puede estar controladopor la resistencia, la rigidez, la velocidad crítica, la rata de corrosión, la fabricación, la facilidad defundición, Ia estabilidad. etc.

LA RESISTENCIA DE UN ELEMENTO DE

de esfuerzos, la fatiga o carga variable, el choque. el

UNA MAQUINA está influenciada por factores
tales como la concentración

acabado de su superficie, y el tamaño de la parte.

s(mr)

LA CONCENTRACION DE ESFUERZOS puede tener su origen
en cualquier disconti-

nuidad (elevador de esfuerzos) tal como un orificio, un cambio brusco
en la sección trasversal, una ranura, un canal o un defecto superficial.
un ejemplo típico de un elevador de esfuerzos se muestra en la figura 6-1,
en la cual en un elemento en tracción se ha abierto un orificio de diá-
metro d. El valor del esfuerzo máxrmo que se presenta en el borde del
orificio puede imaginarse como el esfuerzo normal nominal multiplica-
do por un factor de concentración de esfuerzos K+.

donde
s(max) : Kt P_

A

P = carga axial total, lb (kg)

A = área neta de Ia sección trasversal que contiene el orificio
pul2 (cm2)

Kt = factor teórico de concentración de esfuerzos
(o factor geométrico\

Fts.6-t

El valor de K¿ es dificil de calcular en la mayoría de los casos, y frecuentemente se determina
mediante algún procedimiento experimental, tal como el análisis fotoelástico de un modelo plástico de laparte' Bajo cargas estacionarias, los materiales dúctiles no se afectan por elevadores de esfuerzos hastael punto de que el análisis fotoelástico puede mostrar una redistribución de esfuerzos en la región de
los elevadores de esfuerzo debida al flujo plástico del material cuando el esfuerzo máximo llega al lími-
te de fluencia. El efecto de un elevador de esfuerzos sobre un material frágil tal como el hierro fun-
dido, bajo cargas estacionarias, puede ser grave tal como lo indica un análisis fotoelásticg, ya que se
presenta un flujo plástico muy pequeño o nulo. Bajo cargas repetidas, sin embargo, la resistencia a la
fatiga aun en materiales dúctiles puede decrecer enormemente debido a Ia concentración de esfuerzos.

72
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LA SENSIBILIDAD A LA ENTALLA q del material puede usarse para determinar el factor

de reducción de la resistencia a la fatiga o factor real de

concentración de esfuerzos Kf en función del factor teórico de concentración de esfuerzos para el caso

de cargas repetidas. Los valores de K¡ y q pueden encontrarse en "stress Concentration Factors" de

R. E. Peterson, y en la literatura que trata este asunto'

Kf-t
o Kf = L+q(Kt-t)

Kt- t
donde

q

Kt

K, = factor real de concentración de esfuerzos para determinar la reducción de la resistencia a
J la fatiga del material.

LoS ESFUERZOS VARIABLES PUEDEN CLASIFICARSE como (o) iNVETtidOS, (b) TEPE.

tidos, (c) fluctuantes, Y (d,')

alternados, como muestra la figura 6-2. El esfuerzo máximo es el mayor valor algebraico y el esfuerzo

mínimo es el menor valor algebraico de un esfuerzo variable. El esfuerzo medio s6 es el promedio del

esfuerzo máximo y el mínimo. El esfuerzo variable s¿ es el aumento o la disminución del esfuerzo por

encima o por debajo del esfuerzo medio

t* = i [s(max)+s{min)], ,u= L[s{max)-s(min)_l

= valor experimental de la sensibilidad a la entalla debida a la concentración de esfuerzos.

Los valores van desde 0 hasta 1,0.

= valor teórico del factor de concentración de esfuerzos. Los valores medios van de 1,0 a 3,0,

pero pueden ser suPeriores a 3,0.

N
¡r

o

EL LIMITE DE FATIGA de un material se de-

termina experimental-
mente rotando una probeta que se mantiene en

flexión. En la figrra 6-3 se presentan curvas típicas
que muestran la resistencia a la fatiga de un ma-
terial ferroso y de uno no ferroso. Notar que el límite
de fatiga de esta probeta particular de acero está bien
definido en unas 35.500 psi, mientras que la probeta
de aluminio no tiene un límite de fatiga bien defi-
nido. El valor del límite de fatiga de 35.500 para la
probeta de acero es en carga con inversión, en el
cual la fibra extrema es esforzada alternativamente
por cantidades igrales en tracción y compresión.
Para evitar confusión, el término "límite de fatiga"
se usará únicamente para flexión con inversión. Para

los otros tipos de carga se usará el término "resisten-
cia a la fatiga" cuando se quiera hacer referencia a

la resistencia del material a la fatiga. El valor de la
resistencia a la fatiga será diferente del límite de

¡
o

N

ú
ori

104 106 106 10

Ciclos de esfuerzo de flexión con inversión

Ftg. &3
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fatiga para otros tipos de carga, y también será di_
ferente si la probeta está sometida a carga variable
debida a torsión o a cargas axiales. Una forma de
dibujar la resistencia a la fatiga en función del es_
fuerzo med de carga, la pro-
porciona el de Goodman que
muestra la al ensavado tiene

igual a la mitad de la última resistencia del material.
Más recientemente, los datos sobre resistencia a la
fatiga se han dibujado en la forma que muestra
la figura 6-5. Esta gráfica muestra la relación entre
la línea de Goodman y la línea, un poco más con_
servadora, de Soderberg. En la discusión sizuiente se
usaú la línea de Soderberg como base para el di_
seño. Aplicando un factor de seguridad apropiado N
al límite de fatiga y a la resistencia a la fluencia,
puede trazarse la línea CD paralela a la línea de
Soderberg AB como muestra la figura 6-6. La línea
CD puede considerarse entonces como Ia línea para
un esfuerzo seguro. De la geometría de la gráfica pue-
de demostrarse que

+

I

I

L

N
lr

€
o

su

sn

Ir
Línea de Goodman
modi ficadac"m

s^, Línea de Soderberg

Para convertirla en una ecuación de diseño. el valo¡
experimental del límite de fatiga s" bajo flexión con
inversión debe reducirse por efecto de tamaño, super_
ficie, y tipo de carga variable si es de torsión o axial
en vez de flexión. El esfuerzo variable calculado debe
aumentarse por medio del factor real de concentra_
ción de esfuerzos K¡ para materiales dúctiles. para
materiales frágiles ei factor teórico de concentración
de esfuerzos K¿ debe aplicarse al esfuerzo medio v
Ky al esfuerzo variable.

Esfuerzo estático o medio

Flg.6-f

.s-ms

%

L=
N

1

N

1

/V

sm Kf ",
;, 

* 
*ABC para materiales dúctilesy -r'-- - en tracción o compresión

s- S, K+

"n ^t 
* 

;ABC 
para materiales frágiles

. ## ::':,#"t"'iares 
dúct.es

límite de fluencia en tracción o compresión; debe tener el
dio sr.

N

o
f¡¡

donde

"y:

Esfuerzo medio

Fts' 6-6

mismo signo del esfuerzo

I

.:

q eP

i sFo 9"
< 35o.9á
-E

Esfuerzo medio, psi

I--*
\ F--..- Puntos de falla

\ f--

Línea de falla por esfuerzo
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esfuerzo normal medio, psi (kg/cm2).

esfuerzo cortante medio, psi (kg/cm2).

esfuerzo normal variable, psi (kg/cm2).

esfuerzo cortante variable, psi (kg/cm2).

límite de fatiga del material en flexión con inversión, psi (kg/cm2)'

factor teórico de concentración de esfuerzos.

factor real de concentración de esfuerzos basado en la sensibilidad a la entalla del material'

factor de corrección para carga diferente a la flexión con inversión.

0,? para carga axial invertida.

0,6 para carga torsional invertida.

factor de corrección por tamaño, ya que la probeta normal del ensayo tiene un diámetro

nominal de 0,3 pul.

0,85 para partes cuyo tamaño va de i pul a 2 pul-

factor de corrección por superficie, ya que la probeta del ensayo es pulida.

Algrnos valores de C para una superficie maquinada y para una superficie laminada en caliente se

muestran a continuación:

su
C

Superficie maquinada

C
Superficie laminada

en caüente

60.000 Psi
70.000 psi
80.000 psi
90.000 psi

100.000 psi
110.000 psi
120.000 psi
150.000 psi
200.000 psi

0,91
0,90
0,88
0,86
0,85
0,84
0,82
0,78
0,72

0,72
0,68
0,62
0,58
0,55
0,50
0,48
0,38
0,30

N : factor de seguridad para tener en cuenta factores tales como variaciones en las propiedades

del material, incertidumbre de carga, certeza de las hipótesis, mano de obra, posibles reduc-

ciones en su vida útil, costo de las paradas para mantenimiento, carencia de datos experi-

mentales, etc. El valor de N va desde cerca de 1,25 hasta 3,0 para diseños ordinarios, depen-

diendo de que se tengan condiciones bien deflrnidas o de que existan incertidumbres

considerables. Pueden usarse valores de N superiores a 3 cuando Ia incertidumbre es bastante

alta y las consecuencias de una falla son muy serias. La selección de N es asunto de juicio'

EL ESFUERZO CORTANTE MAXIMO EQUMLENTE, roo(max),cuandosetieneunesfuerzo

tante variabre, puede determinarse usando la teoría de los esfue;:Xi;n"J"t: 
t"tTJtt'XX""ff;

equivalente srres

El esfuerzo cortante equivalente,

. ,"y,Kf "usen = sm, \v, ABC

ses'€s

.sls , Kf sus
sr, = szs*(í)TBT

Hacer A: O,ti en esta ecuación cuando se usen materiales dúctiles, y usarsn": (0,6)(sy)'
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El esfuerzo cortante máximo equivalente r"" (max), al diseñar con materiales dúctiles, es

res(max) = Gtf+T;J
Esta puede igualarse a sys/N para usarla en una ecuación de diseño,

"y"/N = C#ñ
Notar que debe usarse sr" : 0,5s1 para esta ecuación.

El esfuerzo normal máximo equivalente que debe usarse cuando se diseña con materiales frágiles es

se¿(max) L,"n * /EqF %F
Esta puede igualarse a sy /N para usarla en una ecuación de diseño

sr/N = i""n . {é%")\ (%f
El valor del límite de fluencia en corte, sys, eue debe usarse en la ecuación para el esfuerzo cor-tante equivalente, sr" , puede tomarse como 0,6 veces el límite de fluencia en tracción. Esto está deacuerdo con los ensayos experimentales de corte por torsión. No obstante, el valor del límite de fluencia

e-n corte, s1s, debe tomarse como 0,5 veces el límite de fluencia en tracción al usarlo en la ecuación dediseño' Esta ecuación se basa en la teoría de falla por corte máximo, la cual considera un elementoen tracción simple.

PROBLEMAS RESUELTOS

1' Una varilla de conexión hecha de acero AISI 8650, templado en aceite a 1b00"F y normalizado a1000"F, está sometida a una carga axial con inversión de 40.000 lb. Determinar el diámetro re-querido de la varilla, usando un factor de seguridad N : 2. Suponer que no hay acción de co_lumna.

Solución:

Las propiedades de este mate¡ial son: sLL: fbb.000 psi, sn: 1g2.000 psi. Suponer que el límite de fatigapa¡a carga en flexión con inversión es la mitad de la última.esisterrcia a la tracción:

El esfuerzo medio es sn : 0.

El esfuerzo va¡iable es su =

It-

sr= L(15b.ooo) = ?z.boopsi

= 4F 
= 

4(40.000)F
;A nd2t¡d,2

El facto¡ de co¡¡ección para el límite de fatiga en carga axial es A : 0,2.

El factor de corrección para el límite de fatiga por efecto de tamaño es B : O,gb, estimando d > | nul.
Usando el facto¡ de co¡rección para el límite de fatiga para una superficie maquinada se tiene, C - 0,g.

Suponiendo que no hay concentración de esfuerzos, Kf: I.

Remplazando en la ecuación de diseño

Kf"u 
1srABC' 2

s'|N_+
sn, = o * ffi, v d: r,66pul. usa¡ d: rf,pul
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2. Una varilla de acero AISI 1025 laminada en caliente debe someterse a una carga de torsión que

varía de -100 lb-pul a 4000 lb-pul. Determinar el diámetro requerido de la varilla, usando un

factor de seguridad N: 1,75.

Solución:

Las propiedades de este mate¡ial Soni s¿ : 6?.000 Psi, sy: 45'000 psi'

Suponer que el límite de fatiga para flexión con inversión €s s¡ : 2!(6?.000) 
: 33.500 psi' Suponer que

el Iímite de fluencia en corte es 0,6 veces el límite de fluencia en t¡acción: tls : (0,6)(45.000) : 27.000 psi'

Suponer que no hay concentración de esfuerzos, Kf : 1-

El factor de corrección para el límite de fatiga en carga torsional es A : 0,6. El factor de corrección para

el límite de fatiga por tamaño, calculando que d > | nul, es B : 0,85. EI facto¡ de corrección para el límite

de fatiga para material laminado en caliente, con s& : 6?'000 psi, es C :0'68'

Los esfuerzos medio y variable se basan en los momentos de torsión medio y va¡iable. El momento de

torsión medio es

T, = L[r(max)+T(min)] = l[¿oOo+(-1000)] = 1500 lb-pul.

El momento de torsión va¡iable es

T, = i[I(max)- T(min)] = ¿[4000-(-1000)] = 2500 lb-pul.

Entonces, para cualquier punto en la superficie externa,

Tmc L6Tn (16)(1500) 24.000

","=7=;P=--;F-=-;l
Remplazando en Ia ecuación de diseño

T¡c L6Tt (16)(2500) _ 40.000

","=7=;F=-;F-=;F

3. Una viga en voladizo, hecha de acero C-1025 estirado en frío y de sección trasversal circular, como

muestra la figura 6-7, está sometida a una carga que varía de -F a 3F' Determinar la carga

máxima que puede soportar el elemento pu.u .r.rá vida indefinida usando un factor de seguridad

N : 2. Un modelo fotoelástico indica que el factor teórico de concentración de esfuerzos es

K¡ : r,42 y la sensibilidad a Ia entalla para un radio de 1'28 pul para este material es q : 0'9'

Hacer el análisis en el cambio de sección trasversal' únicamente.

Solución:

Para eI ace¡o C-1025 estirado en flo:
s¿ = 80.000 Psi

sy = 68.000 psi

sr = 40.000 Psi

Kf = | + s(Kt- 1) : 1 + 0,9(1,42-1) : 1,38,

I _szs * Kl"r.
N =G - 

,ABC'
y d: r,34. Usar d : lt nul.

I 24.000
-- = --Z- i
r' /c ir [ (27 .ooo)

(1) (40.000)

7r ds (3s.boo) (0,6) (0,8b) (0,68)

Fls.6-7 ,"1A -- l, ya que el miemb¡o está cargado en flexión'

B = 0,85 facto¡ de cor¡ección por efecto de tamaño.

C = 0,88 factor de corrección por efecto de superficie.

El momento de flexión en el cambio de sección trasversal

en el punto A, en función del momento flector, es

varia de -5.F a 15F. El esfue¡zo de flexión

32ltl 32M
s¡. = -i = --------; = 81,5M' ncl" n 0,5"

Entonces s(min) = (81,5)(-5F) -- -407,5F
s(max) = (81,5)(15¡) : r222'5F

t, = iÍr222,5F+(-407,5r¡1 :4o7,5F

", = ilr222,bF- (-407,5F)l :815F
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Remprazando"" # = l.# ;=##--.*:*#fffiftmi- y F:11,5rb

Como asunto de interés, se podría haber analizado el punto B así:

", = i[4a7,5F+ (-r222,5F)] : 
-4o7,EF

s,, = i [40?,5F-(-1222,5F)l: +815¡

Remplazando 
"., * - to' . 

Kf "' ., ^^.^- N = 
"r- 

* 
;IE¿ 

y notando que sJ debe tener signo negativo, en concordancia con el

sigrro negativo del esfuerzo medio.

| _407,5F
t : 

=ffi+ 
de la cual ¡': 11,5 lb.

4' Una varilla de acero C-1025 estirado en frío y de sección trasversal circular está sometida a un
momento flector variable de 5000 lb-pul a 10.000 lb-pul mientras la carga axial varía de 1000 lb
a 3000 lb. El momento máximo de flexión se presenta en el mismo instante en que la carga
axial es máxima. Determinar el diámetro requerido de la varilla para un factor de seguridad
N : 2. Despreciar cualquier concentración de esfuerzos y cualquiei efecto de columna. Diseñar
con base al esfuerzo cortante máximo.

Solución:

Pa¡a el ace¡o C-1025 estirado en f¡ío:

s(min) = -1222,5F
s(max) = 1-407,5F

sr, = 80.000 psi
s, = 68.000 psi
s?. = 40.000 psi
Kf = t

B : 0,85 factor de co¡rección por efecto de tamaño
C : 0,88 factor de correccción por efecto de supe¡ficie
A : 1,00 para flexión
A : 0,70 para carga axial

Dete¡mina¡ el esfuerzo normal equivalente.

(a) Debido a la flexión, los momentos medio y variable son
M^ = i(5000+10.000) = ?b00 lb-pul y Mu = jf tO.OOO_bggg) = 2b00 l¡_pul

Entonces, debido a la flexión
Mc 32M _ (32)(?500) - Mc B2Mt^ = 7 Trds Trds , su =; = #=

s^, K+ s,,y sen = 5_+ 
"2J'! 

= (32)(ZSOO' + _ (68.000)(l)(32)(2500)

srABC 7rd- zd"(40.000)(t)(0,85)(0,88)

Debido a la carga axial, las fuerzas media v variable son

( 32) (2500)

Trd.

134.000
= ---:5- debido a flexión

d

(b)

F* = á(1000+3000) = 2000Ib y F,, = átgooo-1000) = 1000Ib

Entonces, debido a la carga arial,

- _ (2000)(4)
oen - -------ó- I

Tr d- n d2 (to.ooo) (0. zo) (0, 85) (0, 8s)

(68.000)(4000) 66e0
,2(t

debido a la carga axial

(c) Esfuerzo no¡mal equivalente s,, (total) - 134.0-00 + 669;0.

d" d'
Igrralando el esfuerzo normal equivalente total a s1/N,

134.000 6690

,t-o'=
de la cual, por tanteos, d: 1,62b pul.

I _ 68.000
N2

(d)
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5. El eje 51 rota a 1200 rpm en el sentido
del reloj y tiene una carga concentrada
no balanceada W de 8 lb a un radio de

2 pul en el punto medio de los soportes
A y B, como muestra la figura 6-8. Una
carga vertical constante Wr de 1500 lb
se aplica por medio de dos cojinetes an-
ti-rozamiento en C y D. Si Ia resisten-
cia última del material del eje es 60.000
psi y su límite de fluencia es 45.000 psi,
determinar el diámetro requerido del eje

en Ia sección A-A para un factor de se-

guridad de diseño, N :2. Considerar
únicamente el punto P.

Solución:
(1) Suponer: Límite de fatiga : s6l2 :30.000 psi; factor de concentración de esfuerzos K¡: I; factot

de corrección del límite de fatiga por tamaño, A: 0,85; factor de co¡¡ección del límite de fatiga para

(2)

(3)

(4\
(5)

(6)

acabado maquinado, C: 0,9.

Demostrar que el momento de flexión debido a la carga en rotación varía de -6540 lb-pul a 6540 lb-pul.

Demostrar que el momento de flexión debido a la carga vertical constante es 7500 lb-pul.

El momento de flexión combinado varía entonces desde 960 lb-pul hasta 14.040 lb-pul'

Debe notarse ahora que, si consideramos el punto P sobre la fibra externa en el punto medio entre los dos

soportes, el momento de 14.040 lb-pul producirá un esfuerzo negativo o de compresión, mientras que el

momento de 960 lb-pul producirá un esfuerzo positivo o de tracción.

Los esfue¡zos de flexión máximo, mínimo, medio y va¡iable son

-143.000 + 9775 -66.610"" = z¿" --F-
9?75- (-143.000) 76.390t, = ----i¿"

s(max) - -(32) 
(11'040) - -14-3j000,

Ttd. d

+(32) (960) +97?5
s(mrn)=.-_-3-=.3-,

(7) Entonces

1 szl
; = -+1Y s^/

I

6.

*f ",
srABC'

Un acero aleado tiene una resis-
tencia última en tracción de

90.000 psi, un límite de fluencia
de 60.000 psi y un límite de fatiga
bajo flexión con inversión de

30.000 psi. Dibujar un diagrama
de Goodman modificado. Indi-
car sobre el dibujo el esfuerzo de

fatiga para carga libre.

Solución:
Dibujar un diagrama de Good-

man como el que se muestra en la
figura 6-9. La línea NP representa la
magnitud de Ia resistencia a la fatiga
para carga libre. Los valores pueden

determinarse en un esquema hecho a

escala, o de un c¿ílculo simple como
srgue.

Por triángulos semejantes ACB y ANT,

(1)76.390

(30.000) (1) (0,85) (0,e0) d
y d:2,12. Usard:2ftul.

N

€
o

90.000 psi

60.000 psi

30.000 psi

NT 90.000
90.000

fl Esfuerzo medio
I

I

t-
B

120 000

Ftg.6-9

o N? : 67.500 psi.

Entonces MN : 22.500 psi, y NP:45.000 psi ya que MA es una línea de esfuerzo medio.
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7. Un eje de acero laminado en caliente está sometido a una carga torsional que varía desde 8000 lb-
pul en el sentido del reloj hasta 1000 lb-pul en el sentido contrario al reloj, mientras un momento
de flexión aplicado en una sección crítica varía de +4000 lb-pul a -2000 Ib-pul. El eje tiene sec-
ción trasversal uniforme y no presenta ninguna ranura en la sección crítica. Determinar el diáme-
tro requerido del eje. El material tiene una resistencia última de 80.000 psi y una resistencia de
fluencia de 60.000 psi. Tomar como base para el diseño un factor de seguridad N : 1,b. Tomar el
límite de fatiga como la mitad del valor de la resistencia última.

Solución:
(o) Determinar el esfue¡zo no¡mal equivalente debido a la flexión.

(32) (4000)
s(max) = 

--.3-rTrd,

s"(max) - (16)(?9oo)

Ttd

s'(min) - -(16) (1ooo)

nd3
El esfuerzo cortante equivalente es IA :

10.200

a

s(min) = *#* su =
I t¡zl t+oool] - [-(ezl tzoool]

l
97.300

(0,5)s, : (0,5)(60.000) : 30.000psi

o d = 1,44pu1.

30.600
---a-d

El esfuerzo normal equivalente es [A : 1, B : 0,8b,

(b) Determinar el esfuerzo cortante eouivalente.

d

(16)( 1000) 5100szs = -----.d-
Ttd d3

(16)(2000) 10.200
-u .3 -3Trd d

0.6, B: 0,85. C : 0,62, s15 : 0,6sr1

sloo l-(0,6)(60.000) lf lo.2oooes - -d.-L no.ooo JL;F(q.xrfr,0s, l= iY'
( c) kualar el esfuerzo cortante equivalente máximo a sys/N, donde sr, :

I2."(max) = :
a

'97.300 t e| , r+ (34.100)-

(o) Debido a la flexión, s(max) = 
(32)(45-00) - 45'q00

nds d3

. -(32)(1500)) s(mrn)
nd"

_ 30.000
1,5

Nota' Mientras usamos sys = 0,6.sy para corte torsional puro, usamos sy" = 0,b s, para esfuerzo cortante
combinado, de acue¡do con la teoría de falla por corte máximo.

8. Una polea está fijada por medio de una cuña a un eje en el punto medio entre dos cojinetes anti-
rozamiento. El momento flector en Ia polea vaía de 1500 lb-pul a 4500 lb-pul mientras el mo-
mento de torsión en el eje vaía de 500 a 1500 lb-pul. La frecuencia de la variación de las cargas
es la misma que la velocidad del eje. El eje está hecho de acero estirado en frío con una resistencia
última de 78.000 psi y un límite de fluencia de 58.000 psi. Determinar el diámetro requerido para
una duración indefinida. El factor de concentración de esfuerzos por el cuñero en flexión y en tor-
sión puede tomarse como 1,6 y 1,3 respectivamente. IJsar un factor de diseño N : 1,5.

Solución:
I. Determinar el esfuerzo no¡mal equivalente, sr,

(ó) Debidoaranexión,%=tJe=#!J99' =- r su

15.300
,3

30.60045.900 - (-15.300)

2d3 d3

(c) suponersr:ql2:78.0oo12:99.000,A:r,B:0,8b,c:0,88.Elesfuerzonormalequivalentees

sen = sm .,|H = TP .,ffi,#ff#*- = '',,.,''-
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IL Determinar el esfuerzo cortante equivalente, sr".

(o) Esfue¡zos co¡tantes máximo y mínimo:

ss(max)=*#P=ff,
(b) Esfuerzos cortantes medio y va¡iable:

2545

(t

2545

d
c = ?635+2545 _ 5090
'Íts 2d3 d3 ',

(c) sys : 0,6sr, : 0,6(58.000) : 34.800 psi, A :
tánte equiíalente es

$,- K+s',
ses = szs -rtr:i# 5090 .34.800. (1,3)(2545)

d3 ' 39.000', (0,6)(0,85)(0,88)d

0,6 para torsión, B : 0,85, C : 0,88. El esfuerzo co¡-

(11.620)
- ---,E-

(t

IIL fuualando el esfuerzo cortante equivalente máximo a \s/N,

(0,5) (58.000)

1,5

1,44 pul

donde sr"
K¡

esfuerzo cortante medio : 0.

facto¡ teórico de concentración de esfue¡zos, eI cual es 1,17 para el diámet¡o y el radio
dados, según se encontró en ensayos fotoelásticos en torsión para la forma especificada.

efecto real de concentración de esfuerzos sobre la fatiga, donde K¡ : I + S(Kt- 1) :
1+0(1,17-1):1.

Los valores de sensibilidad a la entalla q para hierro fundido no se han divulgado
específicamente en la literatura, aunque los ensayos ¡ealizados sob¡e hie¡ro fundido
indican que la reducción en el límite de fatiga como resultado de hacer ranuras en Ias pro-

betas de ensayo es cero para una resistencia a la tracción de 20.000 psi y 26% para una
resistencia a la tracción de cerca a 43.000 psi. Para material ASTM-25 el factor de sen-

sibilidad g a la entalla se toma igual a cero. (Notar que mientras el efecto de sensibi-
lidad a Ia entalla es muy bajo para fatiga, es muy alto para carga con impacto.)

esfuerzo cortante variable = 2T/npsi.

Kf=

7es(max)

d3:2,97,d:

=+ #

9. Un eje de hierro fundido, ASTM-25, con una resistencia última en tracción de 25.ü)0 psi, está so-

metido a una carga torsional que se invierte completamente. La carga debe aplicarse durante un
número indefinido de ciclos. El eje tiene 2" de diámetro y está unido a un eje de 3" de diámetro con

un frlete de lrlde radio. El factor de seguridad debe ser 2. ¿Curfl es el momento máximo de torsión
que puede aplicarse al eje? Resolver por dos métodos: (I) usando la ecuación de Soderberg, (2)

usando s" = Tc/I directamente.

Solución:
(¿) Esfuerzo cortante meilio : 0. El esfue¡zo cortante variable es

ssu = i-f = 
#, 

= + donde ? es el momento máximo de torsión, lb-pul.

(b) El esfuerzo cortante equivalente sr" sobre una partícula en la superficie es

Ses = "^Kt 
t K¡sr.. --v J vr s-ABC

(s¿s)

sus =
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sn,o = resistencia a la fluencia en corte para hierro fundido. Este valo¡ se toma frecuentemente
igual a la ¡esistencia a la fluencia en tracción para hierro fundido, srr. La ¡esistencia a

la fluencia en tracción puede tomarse aproximadamente como il 6Oqo del esfuerzo
último de tracción. Así,

"], = "] = 0,6(25.0m) 15.000 psi.

sr = límite de fatiga en flexión para hierro fundido. Este valor tiene una gama más amplia
que la encontrada para aceros. Los ensayos que se han divulgado establecen que el lí-
mite de fatiga en flexión varía de 0,33 a 0,6 de la resistencia al fallar. Los resultados
indican que el límite de fatiga en torsión ha variado de 0,75 a 1,25 del límite de fatiga
en flexión. Arbit¡ariamente se toma el límite de fatiga en flexión como 0,4 de la resis-
tencia última. El límite de fatiga s en flexión es, entonces,0,4(2b.000):10.000 psi.

A = 0,75 (el valor más bajo de los anteriores).

B = efecto de tamaño, tomado como 0,8b, el mismo que para aceros.

C = acabado superficial : l.

Remplazando en la ecuación del esfuerzo co¡tante eouivalente se obtiene

ses = 0(1,1?) +(l)(+) 15.000 = I,5T
(10.000) (0,75) (0,85) (l)

El esfuerzo normal equivalente es cero. De la ecuación del esfuerzo combinado, el esfuerzo estático de trac-
ción equivalente máximo es

sn(max) = *.r*-a,G""rf -("r"f = 0+Vr-(rS")' :l,b?psi
El esfuerzo estático de tracción permisible es : s]/N : l5.OOOl2: 7b00 psi.

fuualando (c) v (d), 7500 : l,5T o T: 5000 lb-pul. Así, el momento admisible de torsión es 5000 lb-pul.

La solución anterior ilust¡a el procedimiento de aplicación de la ecuación de Soderberg al trabajar con hie-
rro fundido. Como el esfuerzo se invierte completamente y pueden aplicarse directamente los resultados
deensayosento¡siónconinversión,poraplicacióndesr: TclJ, puedeobtenersemásrápidamenteuna
solución para este problema particular. s" = (s.)(l) (B)(C)/N.

(.s'.)(,4)(B)(C) _ Tc 10.000(0,25)(0,85)(1) _ I(1)N =T' 2 Afun
o sea que el momento perrnisible de torsión es ? : 5000 lb-pul. En la ecuación anterior, el límite de fatiga
en flexión de 10.000 psi se multiplica por A: 0,75 para corregir por torsión, por B : 0,85, para tener
en cuenta el efecto de tamaño, por C : 1, por efecto de superficie, y se emplea un factor de diseño N : 2.
No se aplica factor de concentración de esfuerzos porque el facto¡ de sensibilidad a la entalla para el hierro
fundido es cero.

Debe notarse que cuando hay datos de ensayos disponibles, deben utilizarse directamente. Si la carga
no se invierte completamente yfo no hay datos de ensayos disponibles, entonces es recomendable usar
la ecuación de Soderbe¡g.

1O. En la figura 6-10, el eje trasmite 10 hp de la polea P al engranaje G a g00 rpm, bajo condiciones de
carga estacionarias. El eje está hecho de acero AISI-1035, laminado en caliente. La resistencia
última en tracción es 85.000 psi y el límite de fluencia en tracción es 55.000 psi. EI diámetro
de la polea es 10", y el diámetro primitivo del engranaje es también 10". El peso de la polea P es 30 lb
y el peso del engranaje G es 30 lb. Despreciar el peso del eje. La relación entre las tensiones de la
correa es Tt/T, : 2,5. El ángulo de presión del engranaje es 20o.

Debe determinarse el tamaño del eje usando la ecuación de Soderberg. (La solución hallada
empleando el Código de Ejes de ASME se encuentra e'n la página 121. El diseño por rigidez y velo-
cidad crítica está en Ias páginas I23-I27.)

Solución:
(o) El momento de to¡sión M1 sobre el eje se encuentra de

(c)

(f)

(d.)

(e)

M¡N 163.000: hp, M¿ (900)/63.000 : I0, o M t : 700 lb-pul
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(b) Las fuerzas en la correa se encuentran de

(T1- T)(R) : Mt o (?r - T)(5) :700y TrlTr:2,5
de la cual T t : 233 lb, ?2 : 93 lb.

140 lb

(ó)
Ib

Cargas horizontales

Diagrama de momentos
Flecto¡es horizontales

lb

Cargas verticales
(incluyendo los pesos)

Diagrama de momentos
Flectores verticales

4 l9fl5 lb-Prtl

-?\580 lb-pul

---'¿ Diagrama de momentos
Flectores combinados

Flg.6-10

Fuerza tangencial del engranaje, Ft = lvlt/n = 200/5 = 140 lb.

Fuerzaseparadora, F, = FttanÓ = l4O tan 20" = 51 Ib.

Los diagramas de cargas y de momentos flectores se muestran en la frgura. Las fuerzas en la correa y en

el engranaje se suponen concent¡adas. Se incluye el peso de la polea y el peso del engranaje.

Conside¡emos primero la sección del engranaje. Aun cuando el momento de flexión aquí es menor que

en el cojinete derecho, el cuñero puede ser el facto¡ influyente.

El factor de concentración de esfuerzos K¡ debido al cuñero en flexión es 1,6

El factor de concent¡ación de esfuerzos en flexión debido al filete donde la porción del eje de diá-

(c )

(d)

(el

51 Ib

(f)
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metro d se une con la de diámet¡o 2d depende del radio del filete. Aun si la relación del radio del filete
al diámetro del eje d se especifica, para obtener el facto¡ teórico de concentración de esfuerzos, K¿, el
factor real de concentración de esfuerzos K1 depende de la sensibilidad a la entalla, la cual es función del
radio del filete. Así, es necesa¡io usu. urá solución de tanteos, aproximando el diámetro d y el radio
del filete y verificando con los valores calculados de d. Los valores usados en los cálculos siguientes están
de acuerdo con el valo¡ final:

rld: 0,083, de la cual .:+,'

Pata r/d : 0,083, y una relación de diámetros : 2, el factor teó¡ico de concentración de esfuerzos, K¿,
en flexión, es 1,86. El factor de sensibilidad a la entalla, g, es 0,78 para aceros aleados con el ¡adio del filete
de Jll Entonces

t6

Kf : I + s(Kt- 1) : 1 + 0,?8(1,86- 1) : r,6?

Por tanto, el radio del filete es tal que produce un efecto peor que el cuñe¡o.

(g) El momento de flexión es constante, 58O lb-pul, pero una partícula sobre la superficie esüí sometida a
una inversión completa del esfuerzo. Esfuerzo medio : 0. EI esfuerzo va¡iable de flexión es

(h) El esfuerzo normal equivalente es

Mc 580(d/2\
-S=-u I nd4/e+

Tc 100(d/2) 35?0=T=;rr;=-F

s*r+K¡s1.# = ff*o

5910=:
(t

55.000 17.300

(42.500) (l) (0,85) (0,87) d3

(t) Elesfuerzocortantedebidoalatorsiónesconstante,yaqueelmomentodetorsiónloes.Elesfuerzocor-
tante va¡iable es ce¡o. El esfuerzo cortante medio es

sen = sm + Kfsu;f*= 0 + 1,62',H,

U)

(kl

szs

El esfuerzo cortante equivalente es

ses =

El esfuerzo cortante adrnisible es

sn,o 0.5 (s^,).J

NN = iq*q = 18.300 psi

(l) Igualando el esfuerzo cortante admisible al esfuerzo cortante máximo,

18.soo =|6#+1;Í.,@
(n'¡.) A continuación se analizará el eje en el cojinete derecho. Se considerará, específicamente, la sección con

diámetro d en eI filete, con el momento de flexión en la línea cent¡al del cojinete tomado como si actua-
ra en la sección con el filete. El esfuerzo medio de flexión es sn : 0.

El esfue¡zo variable de flexión es

Mc L965(d/2\ 20.100su = I = ndo/64 = -7{
El facto¡ de concent¡ación de esfuerzos, K¡, no puede dete¡mina¡se directamente aquí, pero sí se em-

plea el mismo procedimiento de ensayo y er¡o¡ que se gmpleó en la sección del engranaje. Se utilizará un
valor alto de r,/d:r/d : 22. (d resulta alrededor de lf", y r alrededor ae f,".) Para r/d = 0,22, K¡ :
1,3?; para r:f, q:0,95. Así, K¡:\+ q(Kt -1):1+.0,95(t,B?' t) :1,8b. Entonces,eles-
fuerzo normal equivalente s", es

sen = sm * Kf%JBc = o + 1,35(41q, 55.000

de la cual d : 0.796"

47.600

d-(42.500) (1) (0,85) (0,8?)
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(n) Fll esf'uerzo cortante medio debido a la torsión es

L6Tszs=;F= 16 (700) 3570

aTrd

(o)

(p)

Esfue¡zo cortante variable, 
"u, 

: 0. Por tanto, el esfuerzo cortante equivalente es

se" = sns+K¡szs(?,# = !-!P+o

El esfue¡zo cortante permisible es, de acuerdo con (É): 18.300 psi

Del esfue¡zo cortante combinado para el esfuerzo equivalente,

Flg.6-11

sr, = 80.000 psi (resistencia ultima),
sn = 68.000 psi (resistencia a la fluencia),
sr, = IO.OOO psi (límite de fatiga),

Resultados de ensayos indican que los valores del factor teórico de concentración de esfuerzos para
cargas de flexión y axiales son K¿ -- 1,44 y Kt : 1,63 respectivamente, en el cambio de sección
trasversal.

Solución:
Para el punto A, que es crítico, se determina el esfuerzo normal equivalente. Se supone que el esfuerzo

no¡mal equivalente en este punto es la suma algebraica del esfuerzo normal equivalente debido a Ia flexión
y del esfuerzo normal equivalente debido a Ia carga axial.

Debido a la flexión el esfuerzo no¡mal eouivalente es

1 020

(t

Entonces, el esfuerzo normal equivalente total s"ren A es

(68.000) (250) (r,63)

(40.000) ( 7r ) (d-) (0,7) (0,85) (0,9)

100 1 50s(mln) = -;p, sn = n¿2, su =

460- ---;
(t

250
;7

3780 460-----d- r --i-
dd,

68.000

18.300 ='lA;f;<*¡ = ffi o d.:1,0g".usar ¿=r*"

(q) La dimensión del eje, d, se dete¡mina en esta forma por los esfuerzos que actúan sobre el eje en el cojinete
derecho. Las proporciones finales, determinadas por condiciones de resistencia únicamente, usando la
ecuación de Soderberg, son: d : t[", Za : Z\"

11. Un elemento de acero en voladizo, tal como se

muestra en la figura 6-11, está sometido a una
carga trasversal en su extremo, que varía desde
10 lb hacia arriba hasta 30 lb hacia abajo, mien-
tras una carga axial varía de 25 lb (compre-
sión) a 100 lb (tracción). Determinar el diáme-
tro requerido en el cambio de sección para una
vida infrnita, usando un factor de seguridad de
2. Las propiedades de resistencia del material
son:

sos, K¡ b10 (68.000) (1020) (I,44) 3?80 
t

(sen)b = ", * iABá = d" - ffi = -¡"
(32)(150) (32)(50) (32)(100) 510 (32)(200)

donde s(max)=-7.,f, s(mln)=--;F-, sn= 
,"F=V, "r= Zr¿"

Debido a la carga axial, el esfuerzo normal equivalente es

150
("en)o = nF

400s(max) = ;P,

l0 Ib

+-+
25 Ib 100 lb

30lb

s-- =
Sn,-F- de Ia cual d : 0,490 pul.
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12. En algunos casos, puede ser más económico diseñar sobre la base de una resistencia a la fatiga para
una vida finita, en vez de diseñar para una vida infrnita. Como una ilustración supongamos que
la varilla de empuje de una bomba de combustible se diseña para un valor no mayor de 100.000 ci-
clos, mientras está sometida a una carga cíclica de 1?50 Ib, la cual en cada ciclo se reduce hasta ce-
ro (carga libre). Datos de ensayos indican que el material del cual está hecha Ia varilla tiene una
resistencia de fluencia de 55.000 psi y un límite de fatiga de 38.000 psi para carga con inversión,
pero tiene una resistencia a Ia fatiga de 50.000 para carga con inversión a 100.000 ciclos. Con un
factor de seguridad igual a 2, determinar el diámetro requerido para la varilla de empuje, tanto
para uha vida finita de 100.000 ciclos, como para una vida infinita.

Solución:

Como se tiene carga repetida, S7¡ - su =

Suponer Kt: Kf :1, A : 0,7, B : t, C :

(o ) Para una vida finita de 100.000 ciclos

2230

d2(ss.ooo)

F/A = L75o/(+nit2¡ = 22so/d2.

0,9; y remplazar en la ecuación 
]

sm Kf",
= t * 

""ABC

(b) Para una vida infinita

I

,

t
6

(1)(2230)

d - (5o.ooo) (0,7) (l ) (0,9)
d : 0,475 pul

d - 0,517 pul.

13.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Un voladizo de acero torneado de una pulgada de diámetro y 10 pul de largo está cargado en el extremo con
una fuerza que varía desde 60 lb hacia abajo hasta 100 lb hacia arriba. En el sitio donde el elemento estáunido
alsoporte hayunfileteded"Cueoriginaunfactorteóricodeconcentracióndeesfuerzos, K¡:l,32.Elfactor
de sensibilidad a la entalla, q, puede tomarse igual a 0,92.

Si el materiai tiene un esfuerzo último s¿ : 80.000 psi, un lírnite de fatiga en flexión con inversión, s" :
35.000 psi y una resistencia de fluencia, s1 : 60.000, determinar: (o) esfuerzo máximo de flexión, (b) esfuerzo
mínimo de flexión, (c) esfuerzo medio, (d) esfuerzo variable, (e) factor de diseño N.
Resp. (a) 10.200psi, (b) 

-6120psi, 
(c) 2040psi, (d) 8160 psi, (e) 2,29

Una ñ4rrza aplicada en el extremo de una barra en voladizo varía con el tiempo, en el plano del papel, como
muestra la figura 6-12. Aun cuando las proporciones dan las dimensiones máximas mostradas, se desea un fac-
tor de seguridad N : 2,5.

El material es AISI-1020 con una resistencia última de 64.000 psi, un límite de fatiga de 32.000 psi en fle-
xión con inversión y un límite de fluencia en trac-
ción de 48.000 psi. Pa¡a Ia sección A-d el factor teóri-
co de concentración de esfuerzos K¡ es I,37 para el
diámet¡o de 2" con un filete de radioj". El factor de
sensibilidad a la entalla q pa¡a un acero normaliza-
do es 0,95 para el filete de radio|".

Usando un factor C : 0,90 por efecto de super-
ficie, un facta¡ B : 0,85 por efecto de tamaño, y
un factor A : 7 ya que no hay carga axial, deter-
minar para la sección A-A: (o) el factor de concen-
tración de esfuerzos K¡, (b) el esfuerzo medio sr,
(c) el esfuerzo variable-sr, (d) el factor de seguridad
N, (e) si las proporciones son satisfactorias, (/) en
caso de que las proporciones no sean satisfactorias,

L4.

F (fue¡za variable)

A

Flg. &12 1200Ib

600Ib
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qué podría hacerse para dar una solución satisfactoria sin cambia¡ la sección de 2" de diámetro.
Besp. (¿) K¡:1,35, (b) sm:3820psi, (c)sr:11.480psi, (d) N:1,4. (e) Lasproporcionesnosonsatisfac-

to¡ias] (/) Usar un máte¡ial mejor con ,rí lí-it" de fatiga mayor. Un radio de curvatura mayor en el filete
no da un aumento suficiente en la resistencia para aumenta¡ el factor de seguridad a 2,5. Esto puede veri-
fica¡se utilizando K1 : I como valor límite.

15. Determinar la carga máxima para la viga simplemente apoyada, carga-
da cíclicamente, como muestra la figura G13. La resistencia última es

100.000 psi, el punto de fluencia en tracción es 75.000 psi, el límite de

fatiga para flexión con inversión es 50.000 psi, y el factor de diseño N
es 1,3. Usar un factor B : 0,85 por efecto de tamaño y un factor C : 0,90
por efecto de superficie.
Resp. Para un esfuerzo medio 32Wln psi y un esfuerzo variable l6WhT

psi, W: 2850 lb y 3W: 8550 lb. Flg.6-13

Una sección de un eje de diámetro d se une a una sección de un eje de diámetro 1,5d con un filete que produce

un factor real de concentración de esfuerzos K¡: 7,22 para torsión.
El material tiene un límite de fluencia en tracción de 81.500 psi y un límite de fatiga en flexión con inver-

sión de 54.500 psi; el límite de fatiga en torsión con inve¡sión es 0,6(54.500) :32.700 psi.

Usandounfacto¡B:0,SSporefectodetamaño,unfactorC:O,sSporsuperficie,yunfactorA:0,6,
determinar el tamaño del eje requerido para un momento de to¡sión que vaia de 0 a 20.000.D-pul en el punto
de menor diámetro del eje. Usar un factor de diseño N igual a 2. Resp. d: 1,93"; usar 1lf "

Una viga en voladizo de sección trasversal circular está sometida a un esfuerzo alternante en un punto situado
sobre la fibra externa, en el plano de soporte, que varía de 3000 psi (compresión) a 4000 psi (tracción). Simultá-
neamente hay un esfuerzo alternante debido a carga axial que varía de 2000 psi (compresión) a 4000 psi (trac-

ción). El material tiene una resistencia última s¿: 60.000 psi y una resistencia de fluencia s1 : 45.000 psi.

Suponer qte Kf : l, B: 0,85, y C : 0,9. Determina¡ (o) el esfuerzo no¡mal equivalente debido a la carga

axial, (b) el esfuerzo normal equivalente debido a la flexión, (c) el esfue¡zo normal equivalente total debido a

la carga axial y a la flexión. Resp. (a) 9425 psi, (b) ?360 psi, (c) 16.785 psi

Un elemento de acero de sección t¡asversal circular está sometido a un esfuerzo de torsión que varía de 0 a 5000

psi y simultáneamente está sometido a un esfuerzo axial que varía de -2000 
psi a 4000 psi. Despreciando con-

centración de esfuerzos y efectos de columna, y suponiendo que el esfuerzo máximo en flexión y en carga axial
ocurren simultáneamente, determinar (a) el esfue¡zo cortante equivalente máximo, (b) el factor de seguridad
de diseño basado en Ia fluencia en corte' El material tiene un límite de fatiga s7 : 30'000 psi y una resisten-
cia de fluencia sy : 70.000 psi. El diámet¡o del miembro es menor que ¿ pulgadat B: li la superficie tiene
un pulimento de espejo, C: 1. Resp (a) f," (max) : 9100 pSi, (b) N: 3,85

Un acero SAE-3125 tiene una ¡esistencia Olrr*":; tracción de 100.000 psi, un límite de fluencia de 64.000 psi,
y un límite de fatiga para flexión con inversión de 32.000 psi. Hacer un diagrama de Goodman modificado y

de él determinar la magnitud de la resistencia a la fatiga para carga libre en flexión.
Resp. 48.600 psi.

L7.

18.

r9.

2O. Una varilla de 2 pul de diámet¡o está doblada en
la forma que muestra la figura 6-14. La fuerza apli-
cada varía de 0 a un máximo de F libras. La vari-
lla está hecha de un acero con un límite de fluencia
en tracción de 60.000 psi y un límite de fatiga de
45.000 psi. ¿Cuál es la carga máxima que puede
aplicarse para un factor de seguridad N : 2, ba-
sado en el límite de fluencia estático? Usar las
ecuaciones de Soderberg para esfuerzos variables.
Facto¡ de acabado superficial, C : 0,8. La carga
máxima debe encont¡a¡se de los esfuerzos varia-
bles que se prcsentan en la sección A-4.

varía de
0 a .Flb

t4"

Flg. &14

Resp. El esfuerzo máximo en la sección A-A debido a la flexión y considerando la viga como viga curva (ver el
capítulo correspondiente) es 5,08 F. El esfue¡zo variable es 2,54 F y el esfuerzo medio es 2,54 F. Como el

w ^gw

2" Dls,.

\\s
hY--

| ,,'
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2t.

esfuerzo máximo se ha encontrado del análisis de una viga curva, K : l. Usando A : l, B : 0,85, y
C : 0,8, la carga máxima F es 3980 Ib.

Similar al problema 20, ercepto que la carga mó¡ima debe encontrarse de los esfuerzos variables que se presen-
tan en la sección BB.
Resp. El esfue¡zo máximo en la sección B-B (para una viga recta) es ?,65F. Usando la ecuación de Soderberg

A: I, B: 0,85 y C : 0,8, la carga máxima Fes 2650 lb.

Una barra plana de ace¡o de 2" X l" está doblada en la forma mostrada en la frgura 6-15. ta carga F varía de
1000 lb a 4000 lb. El material tiene una ¡esistencia última a la tracción de 80.000 psi, un límite de fluencia de
50.000 psi y un límite de fatiga (en flexión con inversión) de 40.000 psi. Determinar:

(a) el esfuerzo medio de flexión en el punto P
(b) el esfuerzo variable de flexión en el punto P F¡g.0-15
(c) el esfuerzo axial medio en P
(d) el esfuerzo axial variable en P
(e) el esfuerzo equivalente de flexión en P usando un factor

de acabado superficial, C: 0,9
(/) el esfuerzo equivalente de t¡acción en P debido a la carga

axial, usando A :0,7 por carga axial y C : 0,9
(g)' el esfuerzo equivalente total en P
(h) el factor de seguridad en P basado en los esfuerzos va-

riables
(i) el esfuerzo máximo de tracción en el punto P usando la

carga máxima y determinar el factor de seguridad ima-
ginando Ia carga constante.

22.

Resp. (o)
(ó)
(c)

22.500 psi
13.500 psi

1250 psi

(dl 750 psi
(e) 44.600 psi
(f) 3000 psi

(e)
(h)
(,)

47.600 psi (tracción)
N : 1,05
38.000psi, N: 1,32



Capítulo 7

Vibraciones en máquinas

LOS MOVIMENTOS VIBRATORIOS en máquinas se presentan cuando sobre las partes elásticas
actúan fuerzas variables. Generalmente, estos movimien-

tos son indeseables, aun cuando en algunos casos (trasportadores vibratorios, por ejemplo) se diseñan
deliberadamente en la máquina.

EL ANALISIS DE LAS VIBRACIONES requiere el siguiente procedimiento general:

1. Evaluar las masas y la elasticidad de las partes envueltas.
2. Calcular la cantidad de rozamiento envuelta.
3. Idealizar el implemento mecánico real, remplazándolo por un sistema aproximadamente equi-

valente de masas, resortes y amortiguadores.
4. Escribir Ia ecuación diferencial de movimiento del sistema idealizado.
5. Resolver la ecuación e interpretar los resultados.

EL SISTEMA IDEAL MAS SENCILLO consiste de una ma-
sa unlca, un resone

único, y un amortiguador, como muestra la figura 7-1. La ecua-
ción diferencial de movimiento para este sistema es

mü+c*+kx = F(r)

masa.

constante del resorte (fuerza por unidad de deformación).

constante de amortiguamiento (fuerza por unidad de
velocidad). (Se supone que la amortigración es viscosa,
es decir que la fuerza resistente es proporcional a Ia ve-
locidad. )

fuerza externa cualquiera, función del tiempo.

desplazamiento de la masa desde la posición de equili-
brio estático.

derivadas, primera y segunda respectivamente, de .r
con respecto a ú.

Flg. ?-t

CUALQUIER SISTEMA DE UN SOLO GRADO DE LIBERTAD puede describirse por me-
dio de Ia misma forma de

ecuación diferencial escrita anteriormente, si la fuerza de restitución (fuerza del resorte) es proporcional
al desplazamiento y si la fuerza de rozamiento es proporcional a la velocidad. Para el sistema general
de un solo grado de libertad podemos escribir

m"'i + c"i: + lr"x = F(t)

donde nn , c.,k" son la masa equivalente, la constante de amortiguamiento equivalente, y la constan-
te del resorte equivalente, respectivambnte. El desplazamiento r puede ser lineal o angular.

donde

tn

c

F(¿) =

x=

*,'; =

89
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La función excitadora, F(t),
supone que es sinusoidal:

VIBRACIONES EN MAQUINAS

puede ser de cualquier forma en la práctica. Para este análisis

F(t) = f,senr,-rr
donde Fo es la amplitud de Ia fuerza aplicada externamente y o.r es la frecuencia.

LAS VIBRACIONES LIBRES se presentan cuando después de una perturbación inicial, no existe
ninguna función externa de excitación, esto es, F(¿) : 0. La ecuación

diferencial es rn"i+c"i+knx=0
La solución de esta ecuación puede escribirse

x = Ar"sttt Aoes2t

donde sr = - &- rlr"ü=
I At y A, son constantes determinadas por las condiciones iniciales.

En el caso particular en que (c"/2m"f = k"/m", s1 = s2: s y la solución es .x : (A * Bt)e-st .

EL AMORTIGUAMIENTO CRITICO se refiere al caso especial que se acaba de mencionar para el

cual (+f =^:. ! ce : k"t, : 2{t%me es llama-
'.,e

do el valor crítico del coeficiente de amortiguamiento.
Si el amortiguamiento es mayor que el crítico, entonces la solución de la ecuación para vibraciones

libres no contiene términos periódicos. La masa, después de la perturbación inicial, regresa hacia la posi-
ción de equilibrio pero no oscila.

AMORTIGUAMIENTO MENOR QUE

libres puede escribirse en la forma

, = "-otxsen(@dt+y) donde d= *- -|tr - ,:-" f-. 2m"' *a 
1 *n '2^"'

ar, es la frecuencia amortiguada del sistema. Si el amortiguamiento fuera cero la frecuencia
IL

serta an= 1t 
'ft, la cual se llama frecuencia natural.

Las constantes X y 7 se determinan de las condiciones iniciales.

PARA VIBRACIONES FORZADAS, la solución de la ecuación diferencial es la dada anteriormente
para vibraciones libres, adicionada de una integral particular.

La solución puede escribirse en Ia iorma

x = 
"-ot 

X 
""n 

(aut+y) + I sen (at - 6¡

La primera parte de la expresión anterior representa la vibración transitoria, la cual desaparece con el
tiempo. La segunda parte se llama übración en estado estacionario y es la parte que generalmente
presenta más interés para el ingeniero.

LA AMPLITUD EN ESTADO ESTACIONARIO Y es y =
Fo

Esta ex-

presión puede escribirse (ro/k)

{r:7T+@g

EL CRITICO. Esta es la situación oscilatoria. La solución
de la ecuación diferencial para vibraciones

donde r -- a/an es la relación de frecuenci¿s y f -_ c"/(c"), es la relación de amortiguamiento
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EL FACTOR DE AMPLIFICACION M ES

il|- v

Fo/k t/e- 11" + Q€r)2

M es la relación entre la arnplitud del desplazamiento en estado estacionario y el desplazamiento
que produciría una fuerza estática igual a Fo.

EL ANGULO DE FASE { puede determinarse de las expresiones

tan $
cea

sen {
ce@

k^ - m^a2

LA FUERZA TRASMITIDA A LA BASE es la suma de la fuerza del resorte y de la fuerza de

amortiguamiento:
k"* + c"*

Usando la solución en estado estacionario mostrada anteriormente para r, puede demostrarse que la am-

plitud de la fuerza trasmitida es

Fn
Lt{(ho,- m"a2)2 + (c"a)2

9l

LA TRASMISIBILIDAD

guador).

es la relación entre la amplitud de la fuerza trasmitida y la amplitud que

se tendría si la masa estuviera anclada a la base (sin resorte y sin amorti-

\E;GÑ

li <z€,¡"

Qr-r1, + e€rY

Fls.7-2

LA FUNCION EXCITADORA, en la discusión ante-
rior, estaba en Ia for-

ma de una fuerza periódica aplicada a Ia masa móvil.
Otra situación importante se ilustra en la figura 7-2.
Aquí un movimiento periódico de la base produce el
movimiento de la masa. Corrientemente, el problema
de diseño en esta situación consiste en escoger un resor-
te y un amortiguador tales que la amplitud del movi-
miento de la masa sea pequeña en comparación con la
amplitud del movimiento de la base.

Si z(¿) se toma de modo que sea sinusoidal, esto es

z (t) -- z sen at
la ecuación diferencial para el movimiento de la masa es

mn'i + c"i + h"x = 
" 

{tt'" + 1""^Y sen (alú - ry')

donde ry' es un ángulo de fase.

F.-TD_IA

F'o

, tuo
CüS l/,t

!k2" + (c"a)2

La ecuación diferencial anterior, excepto por el ángulo de fase ry', es idéntica en su forma a la ecuación
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discutida previamente. La

VIBRACIONES EN MAQUINAS

solución muestra que la amplitud de la vibración en estado estacionario es

m"af)2 + (c"a)2

LA TRASMISIBILIDAD es la relación entre la amplitud del movimiento de la masa y el de la base.

T,R
Y \tr + k"d'

El sistema de dos grados de libertad de la figura
7-3 posee dos modos de vibración. En el primer modo las
dos masas se mueven en fase, alcanzando los desplaza-
mientos máximos en el mismo sentido y en el mismo
instante. En el segundo modo las masas están fuera de
fase, alcanzando los desplazamientos máximos en sen-
tidos opuestos y en el mismo instante.

Flg. ?-3

EL METoDo DE LA ENERGIA para determinar la frecuencia del primer modo se basa en que,
si se desprecia el rozamiento, la energía cinética máxima del

sistema debe ser igual a su energía potencial máxima.

Sean X1 : amplitud del desplazamiento de la masa mt y Xz: amplitud del desplazamiento
de la masa m2. Supongamos un movimiento sinusoidal de frecuencia ¿-¡.

La energía cinética máxima del sistema será

E. C. max. : i^.X?.' *
La energía potencial máxima almacenada en el resorte será

E.P. max. : LhrX? + lk"qxr- Xr1'

t/(k" -

w
LOS SISTEMAS DE MAS DE UN GRADO DE LIBERTAD no pueden describirse mediante

una simple ecuación diferencial
de segundo orden. Un análisis completo de un sistema tal requeriría, en general, la solución simultánea
de un sistema de n ecuaciones de segundo orden, donde n es el número de grados de libertad del sistema.
Sin embargo, existen métodos prácticos relativamente
sencillos que permiten determinar la frecuencia más baja
de vibración (o frecuencia fundamental). Esta informa- \ \de vibración (o frecuencia fundamental). Esta informa- \ \
ción es de gran importancia para el ingeniero proyectista. .._ "t N* ',

L 
^,XZ -"

Sin rozamiento,

de la cual

E.C. max: E.P. max.

Qt'2

1
E1 + kr(Xr/X" - tf

m7 + m2(X"/ X")'

Esta ecuación daría la primera, o más baja, frecuencia natural de vibración, si se conociera la relación
de amplitude s X, f X 1 - El procedimiento práctico consiste en ensayar una serie de valores para esta rela-
ción- EI valor que dé el resultad,o más bajo para ¿.¡ es el más cercano al valor correcto.

LA RES'NAN.TA 
:',1"j;:".,T."""'j;',:'1ffffiu'"0:'il:ffi:ilr-tiliH:'fi.T"T.j ffi:Tl5::;

' k,X? + k.(X" - X.\2

^rXf, + ^rX|
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un sistema sin rozamiento significa operación a la frecuencia natural ,n= fEr/^" .

Con amortiguamiento viscoso y una función excitadora de la forma F6 sen a-rf aplicada a la masa'

la amplitud máxima se obtiene cuando la frecuencia de operación al es

@muy = .n\E:2f

Notar que es diferente a la frecuencia amortiguada au.

@d -- ant/t - {"

En ausencia de implementos de amortiguamiento colocados deliberadamente, el factor f :
c" f (ce)6 es generalmente pequeño y an, a,I y amuf son aproximadamente iguales. Por tanto,
ah se usa ordinariamente en cálculos de ingeniería. En los problemas siguientes' cuando se menciona

la resohancio, significará operación a la frecuencia natural or.
Para sistemas de varios grados de libertad, resonancía significará operación a cualquiera de las fre-

cuencias naturales.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Escribir la ecuación diferencial de las vibraciones libres del sis-
tema que muestra la figura 7-4, en que r se mide a partir de la
posición en el que el resorte está sin esfuerzo.

Solución:

Se hace el diagrama de cuerpo libre de la masa y se señalan cuidado-

samente todas las fuerzas que actúan en la dirección r. Se aplica la segun-

da ley de Newton, igualando la suma de las fuerzas externas al producto de

la masa por la aceleración.

-ci - kx = m'i o mí + c* + kx = 0

Notar que la fuerza del resorte se ha escrito apropiadamente como

-hx, ya que su sentido es opuesto al de ¡. En forma similar, la fuerza de

amortiguamiento se ha escrito como -ci, ya que su sentido es opuesto al
de la velocidad i.

2. Escribir la ecuación diferencial de las vibraciones libres del sis-

tema mostrado en la figura ?-5. Despreciar la masa de la varilla.

Solución:

Existe un movimiento angular. Se sumarán los momentos de las fuer-
zas externas alrededor de la articulación O y se igualarán al producto de la
aceleración angular por el momento de inercia relativo a la articulación.

Para un pequeñn desplazamiento 0, la fuerza del res<¡rte es muy cer-

cana a -ha 0 y la fierza del amortiguador a -co 0' Memás, los brazos de

momento para estas fuerzas son muy próximos a o. El brazo de momento
para Ia fuerza debida al peso es b sen 0, el cual se aproximará ab 0.El
momento de inercia de Ia masa ¡elativo a Ia articulación es mb2 ; por tanto,

o

-1ca0)a - ga9)a

mb'9 + ca'9 +

- mg 1b0\ = mb2 0

(ha2+mbg)0 = 0

Fie.7{

m8

Flg. 7-l

m, masa concen¡raoa
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Determinar para el sistema del problema 2 (a) la frecuencia natural, (b) la frecuencia amortiguada,
(c) el valor crítico del factor de amortiguamiento c.

Solución:

Comparando la ecuación esc¡ita en el problema 2 con la ecuación general para un grado de libertad que se
discutió anteriormente, tenemos

*=0, i=d, í=e'. me=¡nb2, ce=ca2, ke= ka2 + mgb

Por tanto
(a) an =

(c) (c")s = cca2 = Ztlk"n" = z\EC + *gü^ú- c, = (2/a2)l$7+ n'gb)nP

(b) ao = ,ca22- \ 
2,,b2)

4. Escribir la ecuación diferencial para el sistema de la figura
7-6.

Solución':
De nuevo se suponen dedplazamientos pequeños y se hacen

aproximaciones como las del problema 2. Se define 0 nedido a
partir de la posición de equilibrio estático. Esto significa que
inicialmente la fuerza del resorte debe ser suficientemente grande
para equilibrar el efecto del peso. Tomando momentos alrededor
de O,

1- "o07o 
+ (-ka7 - *^rro + mgb + gb senat = ^b' 

(i

o tnb'ii + 
"o" 

ó + kz2 0 = Fob sen o¡t

Notar que al medir ddesde la posición de equilibrio estático,
la fuerza del peso se elimina. Aun cuando este sistema es el mis-
mo de los problemas 2 y 3, excepto por la orientación con respecto
a la vertical, el comportamiento es diferente. por ejemplo, la fre-
cuencia natural del sisrema es

an = @/b)!k/n

5. un motor se monta sobre resortes. un pequeño desequilibrio del rotor
producirá vibraciones cuando el motor esté en operación. Analizar la
situación de modo que se pueda tomar una decisión sobre las carac-
terísticas recomendables de los resortes para er montaje. considerar
movimientos verticales únicamente. Ver la figura ?-2.

Solución:

Adoptamos los siguientes símbolos:

M : masa total del motor.
z¡e : desequilibrio del rotor (producto de la masa desbalanceada por

el radio).

¿ : constante del resorte (efecto de todos los resortes actuando en
conjunto).

c : constante de amortiguamiento que tiene en cuenta eI roza_
miento (principalmente los efectos de los ¡ozamientos internos
entre las piezas y los materiales; su valor es pequeño).

at : velocidad del motor en ¡adianes por unidad de tiempo.
a¡¿ : ángulo de rotación de la masa no equilibrada, medido desde la

horizontal.
¡ : desplazamiento vertical del motor, medido desde la posición

de equilibrio estático.

vatilla sin masa

- "o0

Flc. ?-6

masa

concent¡ada

f, sen cX

(función
excitadora)

posición de

equilibrio

$ sen arú

(velocidad
del motor)

,co'2
fuie MD

Flg. 7-7
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El motor, como un conjunto, tiene una aceleración vertical i. Adicionalmente, la masa no equilibrada m

tienelaaceleración-ea)2 sencdtenladirecciónvertical.Lasfue¡zasexternassonlasdelosresortesyladelamor-
tiguamiento, más el peso Mg. Entonces

-ci - hx - Mg + Mg = Mi - ^",,)" ""n at

Mi' + ci + hx = *meaf sen at
(Nota: Elhechodequeelmiemb¡oderechodelaecuación aparezcaconsignopositivoonegativo,asícomo

que sea m eaf senat ó m e a2 cosa.lt depende de la referenciapara el ángulode rotación at y del

sentido de rotación út), así como del sentido asignado como positivo al desplazamiento r. Por ejem-

plo, si se hubiera medido ¿.¡f en el sentido del movimiento de las agujas del reloj, desde el eje verti-

cal positivo, la función excitadora hubiera sido mea2 coscr.¡f. Esto no cambia el resultado final del

análisis).

La ecuación diferencial anterior tiene la misma forma que la discutida anteriormente pa¡a el caso general.

Sin embargo, la amplitud de la fuerza excitadora, en vez de ser una constante f9, es una función de a-¡. Se podrían

aplicar los resultados obtenidos anterio¡rnente, pero en vez de esto se trabajarán los detalles principales-
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Supongamos una solución estacionaria de la forma ¡ :

; = Yocos@t-$¡ y

Remplazando en la ecuación diferencial, se tiene

Ml-Ya2 sen (o¿ - dl] * cY¿.¡ cos (at- Ó) + kY sen (at - $) = ^"-' ""n 
c,t¿

-MYa2 (senor cos { - cos rot sen{)
+ cYc-¡(cos @¿ cos S + sen ol sen{)

+ /iY ( senotr cos / - cos or sen{) = mea' sen at

Igualando los coeficientes de seno-rú, -MYúf cos d + cY¿¡ sen $ + hY cos $ = ^"a'.
Igualandoloscoeficientesdecosa-¡f, MYa2sen$ + cYacos{ - kY sen$ = 0.

La solución simultánea de las dos últimas ecuaciones da

fi7e e)2 k -Ma2 sen{ =v_ cos{ =

Y sen (c.¡ú -{). Enton"e"

, = - Y¿.¡2 sen (at - Ó\

cQ)

'/G:MJ7;7;; l(k -M;7; @@=

Así, la solución en estado estaciona¡io de la ecuación diferencial es

^"a2 sen (ot - {)
tlt¡ -aaf¡' + kaf

Investigamos la fuerza trasmitida a la base. Esta es la suma de las fuerzas de los resortes y el amortigua-

miento. kx+ci o kY sen (rl)t - ól + cYo cos (at - Ó)

,¡ ¡" ¡ 1"aY sen 1or - S + B)

fase entre la fuerza de excitación meú)2ser. at y la fuerza trasmitida'

Para nuestros propósitos, lo más importante es la amplitud Fyp de la fuerza trasmitida:

Fm - Y¡rz*1caf ^"oll¡\ k^f
,re -Mrr), - Gr),

Esto se cornprende mejoi si se pone en forma adimensional, como sigue.

,/G -Mlf - k.=

la cual puede ponerse en la forma

donde (- ó + B ) es el ángulo de

sean r=9 =-L ,- ¿=L= c

an \/k/M cc 2\/ kM

amortiguamiento crítico. Entonces
Frn

, donde on : frecuencia natural Y cc : factor de

,tr -18,f
me a) \,Il-,'?- + A€,Í
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La relación entre la amplitud de la fuerza trasmitida y la amplitud de la función de excitación se denomina
relación de trasmisión o trasmisibilidad.

La pregunta original en el problema era la de decidir sobre las características aconsejables del resorte. Se
desea que la fuerza trasmitida sea pequeña en comparación con la fuerza que se trasmiti¡ía si la armadu¡a del
motor se anclara directamente a Ia base. Esto signiñca que la cantidad

T.R.
..tr; ae,f

\el-7f;18Í
debe ser pequeña comparada con la unidad. Como el rozamiento es pequeño, a no ser que se haya introducido
deliberadamente un amortiguamiento en el montaje, calculemos { : O,OS y despejemos el valor de r necesario
para tener T. R. : 0,1:

0,1 : Vr + ¿to¡¡s'r
de la cual ¡ = 3,40

!o-P)z +4(0,o5r)2

Nota: Si se hubiera supuesto un rozamiento nulo, se habría obtenido r : 3,41. Por tanto, para hacer estimaciones
rápidas en situaciones como la descrita, puede ignorarse el ¡ozamiento.

Si r es 3,40, an debe ser al\,40; 
""i lnJU : al},40 o h : Ma2 /1t,56.

supongamos ahora que el motor pesa 42 lb y opera a 1150 rpm. Entonces A debe ser

1635 lb/pie : 136 lb/pul

Usando cuatro resortes en paralelo, la constante de cada uno de ellos debe ser 136/4 : 34 lb/pul.

Parte de la operación de un proceso requiere
que una mesa se mueva alternativamente con
una amplitud de 0,025 pul a una frecuencia de
6 ciclos por segundo. La mesa debe tener dos
soportes elásticos de acero, como muestra la fi-
gura ?-8, cada uno con una constante de elasti-
cidad fr definida como la fuerza sobre el extre-
mo superior de uno de los soportes de acero
dividida por la deformación correspondierite
en dicho punto.
El peso de la mesa es aproximadamente de 80 lb. Un solenoide que produce una fuerza sinusoidal,
Fe senarf, se usa para accionar el sistema. ¿Para qué constante de elasticidad fr deben diseñarse los
soportes? Si el rozamiento efectivo se calcula que es c : 0,05 cc, ¿cuál es la fuerza máxima que de-
be suministrar el solenoide (Fe)?

Esta es una situación de vibraciones forzadas en estado estacionario. La amplitud de vibración es

Y= Fo

{<4-*^"r' + (c"a)2

donde tue: t1, masa de la mesa,

ke : 2k (ya que hay dos resortesJada uno con una constante A),
ce : c : 0,05 c. : (0,05) (21\,/ hern ,

ol : (6)(217) : I2n rud.lseg,
Y : O,OZS pul, amplitud deseada.

Un examen de Y en Ia ecuación anterio¡ muestra que Y es cercana al máximo, para F9 dada, en la reso-
nancia, esto es, cuando r.,r es igual a la frecuencia natural del sistema. Por tanto, el diseño debe se¡ tal que

ke = 2k = mo)2 o k = *.na2 = L<aonz,2)(r2jrf = 1?65 lb/pie:14?lb/pul.

En resonancia, Y : Fo/ca. Entonces, la fuerza máxima requerida del solenoide es

Fo = caY = 0,05 craY = (0,o5)(z\/-hen)aY = fo,osl(zVfatrresXaVsz,z) Í277)(o,o2s/12)
= 0.?4 lb

, Mof

11,56

(42 I 32,2) (21r x Lr50 / 60)2

11,56

6.
mesa c¡ibadora
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Se propone montar una canasta de secado giratoria, en

la forma mostrada en la figura 7-9. Deben seleccionarse
las características recomendables de los resortes y de los

amortiguadores para Ias siguientes condiciones.

Peso total de la canasta

Velocidad de rotación
más su contenido : 50 lb

Desequilibrio máximo supuesto
(producto del peso por e)

: 400 rpm
: 20 lb-pul

En resonancia, la amplitud de la vibración en cual-
quier dirección debe ser menor que I pul.

Solución:
Se escogen las coo¡denadas X y Y, como muestra la fi-

gura 7-10.

Consideremos una deformación pequeña ¡ del centro de

la canasta. El ¡eso¡te 1 se estirará, el 3 se comprimini y el 2

experimentará un cambio de longitud despreciable. Las fuer-
zas de los resortes se¡án como se indica aproximadamente en

Ia figura 7-11.

La fuerza neta del resorte en la dirección X es

I" = -2 cos 30" &¡ cos 30o = -1,5fr¡
En otras palabras, Ia constante efectiva de resorte en la

di¡ección X es 1,5 ft. Un análisis similar dará el mismo valo¡
para la constante efectiva de resorte en la dirección Y.

Si se estudian en la misma forma las fuerzas de amor-
tiguamiento en Ias direcciones X y Y, se encuentra que el factor
efectivo de amortiguamiento tanto en la dirección X como en

la Y es 1,5 c.

Debido a que todos los coeficientes en las ecuaciones dife-
renciales para los movimientos X y Y son semejantes, sólo se

necesita investigar una ecuación,

Mi + LSci + t,íhx = (me)a2 sen at
La amplitud del desplazamiento será

nea

-

Vtr,s¡ -ua?)2 + (r,Ec¡.i)2

por analogía con el problema 5, en el cual Ia ecuación diferen-
cial e¡a de la misma forma. La amplitud de la fuerza trasmi-
tida será

D,TR ^".'{llh'¡t * G,s*f
l<t,sl, -M(,f)2 + (l,5c¡.¡.)2
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En el problema 5 se vio que para mantener pequeña Ia fuerza t¡asmitida, se hacía baja la frecuencia natural
en cornparación con la frecuencia de operación especificada. Para un diseño tentativo escogemos a/an : 3.

Como en este sistema la frecuencia natural as ú)n= l/t,ShlM, esto significa que debemos diseñar de modo que

r,5h :(,81M : (,!.)l3\2 M' o

Fls. 7-ll

/4}o x 2n/6O)2 (50/32,2) : 20r lb/pie : 16,8 lb/pul
I (1,5)

meQ)rL 
= 

0'051?(13'9) 
= l1,b lb-seg/pie : 0,96 lb-seg/pul

r,5 Y r,5 (rl24l

, @2M
K=

9 (1,5)

Ahora se calcula el factor de amortiguamiento c requerido para limitar la amplitud del desplazamiento a

2r nul, en resonancia. En resonancia,

C=

donde Y : Il24 pie, me : (2}132,2)(lll2') : 0,051? slug-pie, @n: Qnx 400160) /3 : 13,9 radlseg.

Respuesta. Diseñar para¡c¿'n= a/3i A : 16,8 lb/pul, c : 0,96 lb-seg/pul.

ángulo ent¡e amortiguadores
y resortes adyaceotes : 60"

l{"1 = }" cos ro"



98

8.

VIBRACIONES EN MAQUINAS

En la figura 7-12, m1 pesa 10 lb, mz pesa 20 lb, A1 : 8lb/pul,
hz : I0 lb/pul, y ks : 5 lb/pul. Usando el método de la ener-
gía, determinar la frecuencia natural de la vibración en el pri-
mer modo, para movimiento vertical únicamente.
Solución:

Sean X1 y X2 las amplitudes de los desplazamientos absolutos de
rn2 desde la posición de equili co. Sean fi
mientos de las masas bajo sus sos, medidos
en que los resortes no están es

Con referencia a los diagramas de cuerpo libre de la figura Z_13,
para equilibrio estático se tiene

-ft16r + /c2(02-A) + mrg = 0

-kz(62-Dr).- h382+ m2g = 0
o

- 881 + 10(02 -81) + l0 = 0

-10(02-Dr)-5Dz+ 20 = 0

de la cual D. : z,ooo pul, 62 : 2,208 pul.
Las fuerzas iniciales en los resortes son:

Resorte No. r, (8) (2,060) : 16,48 lb
Resorte No 2, (r0) Q,708- 2,060) : 6,48 lb
Resorte No. 3, (5) (2,708) : 13,54 lb.

Con los desplazamientos X1 y X2 desde la posición de equilibrio
estático, existirán los siguientes cambios de energía potencial:
Almacenamiento en el Resorte No. 1, (16,48)1, + L<üXÍ
Almacenamiento en el Resorte No. 2, (6,48)(X z- Xt) + LG0il,J" _ Xr),
Almacenamiento en el Resorte No. 3, (13,54)X , + tr<S¡XZ
Cambiodeelevación, m1, - lO X1
Cambiodeelevación, rt2, - 20 X2.

Igualando la E. C. a la E. P. se obtiene ¿.r2 =
forma

mtE

Fte.7-12

-rz(ü-ü)

&2(02-Dl)

Fig. ?-13

la cual puede ponerse en la

El cambio total de energía potencial al moverse desde la posición de equilibrio estrítico es

p.E. = 4X?+:Di'/.2_Xtf +2,sX7,

Notar que los té¡minos de cambio de elevación cancelan los términos de las fuerzas iniciales en los reso¡tes. lll sis-
tema hubiera podido tratarse como si las masas se moüeran en un plano horizontal, sin que se hubie¡an afectado
los resultados.

La energía cinética máxima de las masas en movimiento, suponiendo movimiento sinusoidal de f¡ecuencia
C{), Sera

E.C = i^tvÍ + L^zvl = Leo/dqr@)2 + Leo/üV,2@)2 = 6x?+Lof2)@2/s

lsxl + s (x2- x1)2 + 2,8 f2lc
sxl + rcxf,

(,)2 = lq + s6r/xt- t)t + z,s(xr/xrf)e
5 + ro(x2/xi2

El paso final es suponer valores para la
tante para ¿-l es el más cercano al correcto.

XzlXt supuesto

1,6

L,4
L,2

relación XelXt y calcular la
(Nota: g : 386 pul,/seg2)

¿.¡2 calculado

El valo¡ más baio resul-frecuencia r¿.

(t)

12,38 radlseg.
12,33 rad/seg.
12,45 nd/seg.

La respuesta es muy cetcana a 12,33 rad/seg. Notar que el resultado no es muy sensible a la relación supuesta para
XzlXt. Gene¡almente, un buen valor para ensayar primero es la relación de las deformaciones estáticas. En este
caso, E2/81 :2,70812!60: 1,31. En el caso de habe¡ escogido XzlXt : 1,31, se habría obtenidoun valortan
cercano al valor final ¿-¡ : 12,33 rad/seg, como 1o hubiera dado la regla de cálculo.

0,39? 5
0,394 g
0,402 g

n4t
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PROBLEMAS PROPUESTOS
g. Escribir las ecuaciones diferenciales de movimiento de los sistemas que se muestran en las figuras 7-14, 7-15 y

99

7-16. En todos los casos el desplazamiento ¡ se mide desde la posición de equilibrio estático

Resp. Fie. ?-14 : m'i + ci + 1Jt!:-1, = F(t)
lc7 + tC2

Fig.?-15: rnl + ci + (k1+k)x = F(¿)

Fig. ?-16 : mí + ci + l oulbn r" = $ sen c-rú

Fls.7-14

1O. Escribir la ecuación diferencial del movimiento para

los sistemas de las figuras 7-17, 7-18 y 7-19. En todos
los casos eI desplazamiento angular 0 se mide desde la
posición de equilibrio estático. Suponer que 0 es pe-

queño y hace¡ las aproximaciones apropiadas.

Resp.

Fig. ?-1?: ^b"d 
+ "o'0 + kotT = ó% sen a-¡¿

Fis. ?-18: ^b"d + "*é + (ko2+^eü0 = b$ sen ol
Fig. ?-19: 

^1R2 
+ o2¡d + ha20 = o

11. ¿Cuál es la f¡ecuencia natural para cada uno de los sis-
temas de las figrrras 7-I4 a 7-19?

FE.7-r5

Flc. 7-16

sen (d,

)

Resp. Fig. ?-14:

Fie.7-15:

Fig. 7-16:

Fie.7-17:

Fis. 7-18:

Fic.7-19:

f hk"
,,1 a*ír*
lk*t-l*

Frg. ?-1?

Fig. 7-1E

a

D

)

kúz
(kr+kz)m

ka2 + mgb

mb2

Radio de giro alrededor
del centro de gravedad :

Flg.7-19
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12' Laecuacióndiferencialloi'+9;{810r:0describeunsistemadeungradodelibertad.Lasunidadessonpul,
seg'lb'Determinar(o)lafrecuencianatural an,ft)lafrecuenciaamortiguada au,(c)larelacióndeamorti-
guamiento €= "/"c.
Resp' (,a) 

^n . 
I rad/seg, . 

(b.) ..q : 9- rad/seg (no es lo suficientemente dife¡ente de ar, como pa.ra notar la
diferencia con la regla de cálculo), (c) { : O,OS

13' LaecuacióndiferenciallOi'+200;*810¡:0describeunsistemadeungradodelibertad.Lasunidadessonpul,
seg, lb. ¿,Es éste un sistema oscilatorio? rBesp. No: cf c, : 2$ll[{'. El aÁortiguarniento es mayor que el crítico

14' La ecuación ü + tzi * 50¡ : 8 sen 10¿ desc¡ibe un sistema de un grado de libertad en vibraciones fbrzadas. Lasunidades son pul, lb, seg. Determinar (a) la frecuencia natural al, Ol la frecuencia amortiguada a¿, (c) larelación de amortiguamiento f , (d) la amplitud de la vibración en estado estaciona¡io.
Resp. (a) 5 rad/seg, (b) 4 radlseg, (c) 0,60, (d) 0,0416 pul

l5' Un motor eléctrico con peso de 25 lb debe monta¡se sobre cuat¡o resortes. Las partes giratorias del motor pesan
10 lb y tienen una excentricidad de 0,01 pul. La velocidad del motor es 1200 rpm. Se calcula que la relación deamortiguamiento es 0,05. Determinar la constante de ¡esorte necesa¡ia si la fuerza trasmitida a la base no debeser mayor que el 20 por ciento de la fuerza centrífuga debida al desequilibrio del roto¡.
Resp. 41,2 lb/pul o menos

16' Un instrumento debe montarse sobre un tablero sometido a vibraciones de 0,2 pul de amplitud a una frecuenciade 30 ciclos por segundo. El inst¡umento pesa 2 lb. ¿Qué constante de resorte se necesita para el montaje si laamplitud de movimiento del instrurnento no debe ser mayor de 0,02 pul? Resp. 16,7 ibTp,rl o -"rro.
17' ParaelsisternamostradoenlafiguraT-20,h1 

-:hz:20rb/pul,ymt:mz:0,rlb-seg2/pul.Determina¡lafrecuencia natural para el primer modo de vib.ació.r. 'ñ."rp. 
A,il rad/seg

18. ParaunsistemacomoeldelafiguraT-20,m7 : m2 :0,2 lb_seg2/pulykt :hz :k. Laf¡ecuencianatu¡alenelprimer modo debe ser 17,54 rad,l seg. ¿Cuál es el valo¡ de A requeiido í nrrp. 160 lb/pul
19' Se propone montar un ventilador dentro del gabinete de una parte de un equipo de enfriamiento, como se mues-tra esquemáticamente en la figura 7-21. El ventilado¡ (con motor) pesa 20 lb. El gabinete pesa 50 lb. Los resortes

I ventilador del gabinete tienen una constante efectiva combinada ae ioo tuTput. Los resortes
te de la base tienen una constante efectiva combinada de 200 lb/pul. El ve.,iiiador opera a 400peligro de excitar el primer modo de vibración del sistema? Usar el método de la energía.

rBesp' No hay peligro' La frecuencia natural es aproximadamente 1,5 rad/seg para el primer modo de vibración.
Como la velocidad del ventilador es 41,8 rad/seg (400 rpm), no hay peligro de que el desequilibrio del ven-tilador excite el primer modo de vibración

2o' En un experirnento sobre un sistema simple de masa-resorte-amortiguador, se ha encontrado que la frecuencia
de las vibraciones libres es 12 rad/seg. La constante de resorte y la masa se conocen con bastante precisión, lo quepermite calcular la frecuencia natu¡al ah: 15 rad/seg. (o) ¿cuál es el valor de la relación de amortiguamiento
€ ? (b) ¿A qué f¡ecuencia puede espera.se la máxima arnplitud de una vibración fo¡zada con una función deexcitación F6 sen otú aplicada a la masa? ftesp. (o) 4: O,O (b) cD^oy: ?,g5 rad/seg

Gabinete

FIc. 7-2o Ftr. ?-2r



Capítulo 8

Velocidad critica de

TODOS LOS EJES, aun sin la presencia de cargas externas, se deforman durante Ia rotación. La.
magnitud de la deformación depende de la rigidez del eje y de sus soportes, de

la masa total del eje y de las partes que se le adicionan, del desequilibrio de la masa con respecto al eje

de rotación y del amortiguamiento presente en el sistema. La deformación, considerada como una fun-

ción de la velocidad, presenta sus valores máximos en las llamadas velocidades críticas, pero sólo Ia

más baja (primera) y ocasionalmente la segunda tienen importancia generalmente para el proyectista'

Las otras son generalmente tan altas que están muy alejadas de Ias velocidades de operación.

EN LA PRIMERA VELOCIDAD CRITICA, la flexión del eje sigue la forma más sencilla posible.

En la segunda, la flexión sigue Ia segunda forma

más sencilla, etc. Por ejemplo, un eje soportado en sus extremos y con dos masas relativamente gran-

des (en comparación con la del eje), se deforma según la configuración mostrada en las figuras 8-1(o)

V 8-1(b) cuando rota en la primera y en la segunda velocidad crít\ca, respectivamente.

Fie. 8-l (o) Flc.8-1 (ó)

LA FRECUENCIA NATURAL DE UN EJE en flexión es prácticamente igual a la velocidad críti-
ca, y generalmente se toman como iguales. Existe

una diferencia, normalmente muy pequeña, debida a la acción giroscópica de las masas.

PARA UN EJE QUE LLEVA UNIDA UNA SOLA MASA (figuras 8-2 y 8-3),
sr su masa es pe-

queña en comparación con la masa que lleva unida, la primera velocidad crítica pue-

de calcularse aproximadamente por

a. = \/k/m rad/unidaddetiemPo

ejes

Fts. 8-2 (á )

l0l

Fig.8-3
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donde m es la masa y A la constante de resorte del eje (fuerza requerida para producir una deformación
unitaria en el punto de localización de la masa). Esta relación es independiénte de la inclinación del
eje (horizontal, vertical o intermedio). El símbolo X en la figura 8-2 representa la deformación del eje,
durante la rotación, en el punto de localización de la masa. Ádemás,

^, = {g/6 rad/unidad de tiempo
donde 8 es la deformación estática (deformación producida por una fuerza mg : w, en el punto de
localización de la masa), y g es la constante de gravitaciór't (82,2 pies/segt ó 3g6 pul/seg, o gsr
cm/seg2).

PARA UN EJE DE SECCION TRASVERSAL CONSTANTE, simplemente apoyado én sus ex-
tremos, sin otra masa fuera de Ia

propia, la velocidad crítica (primera) es muy cercana a

rad/unidad de tiempo

donde D (max) es la deformación estática máxima producida por una carga distribuida uniformemente
sobre el eje e igual a su propio peso.

PARAUN EJE DE MASADESPRECIABLE CON VARIAS MASAS CONCENTRADAS UNIDAS
A EL' (véase la figura 8-4), la primera velocidad crítica es aproximadamente

@c= Ecuación de Rayleigh-Ritz

donde peso de la masa n-ésima
deformación estática en la masa n-ésima
número total de masas.

m2

Flg.8-4 Fie.8-5

La misma ecuación puede usarse para calcular la primera velocidad crítica de un eje que tiene una
masa distribuida (véase la figura 8-b). Se divide la masa distribuida en un número de partes, mr , m2,
ms, etc. Se considera la masa de cada parte como si estuviera concentrada en su propio centro de grave-
dad. La experiencia da el número de subdivisiones que debe usarse, pero puede verse que con una parti-
ción no muy refinada se obtiene una buena precisión.

LA ECUACION DE DUNKERLEY, la cual proporciona otra aproximación para la primera velo-
cidad crítica de un sistema de masas múltiples, es

+ = + + 4 + l- * .... Ecuación de Dunkerley
@¿ @í @; (')á

donde al" es la primera velocidad crítica del sistema de masas múltiples, o-l1 es la velocidad crítica que
existiría con la presencia aislada de la masa No. 1, ar, la velocidad crítica con la presencia aislada de
la masa No. 2, etc.

Es importante recordar que las ecuaciones de Rayleigh-Ritz y Dunkerley son aproximaciones a la
primera frecuencia natural de vibración, la cual se supone igual a la velocidad crítica de rotación. En
general, Ia ecuación de Rayleigh-Ritz sobrestima la frecuencia natural, mientras que la de Dunkerley Ia
subestima.

wn

D¿

J

5¡ 6 r
Atu,r"*r'
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LAS VELOCIDADIIS CRITICAS MAS AI,TAS para sistemas con masas múltiples requieren
cálculos mucho más extensos que los necesarios

para determinar la velocidad crítica más baja (primera). Existen muchos métodos para dicho efecto.

Aquí se da la ecuación para un sistema con dos masas:

11
.+- (anrnt+ azzn)# + (a¡arr-a12a21)m1rnz = O

una ecuación bicuadrática con dos raíces positivas tl^t y lfiui2, en la cual @t ! @z son Ia

y segunda velocidades críticas (o frecuencias naturales de vibración). Las dos masas son zr1

103

Esta es

prlmera

Y mz.
Las constantes a son coeficientes de influencia. o12 es la

de la masa No. 1 producida por una carga unitaria localizada

deformación en el punto de la masa No. 1, producida por una

teorema de reciprocidad de Maxwell establece que o12 : a2r'

PARA UN SISTEMA DE MASAS MULTIPLES la ecuación de frecuencias se obtiene igualando

a cero el siguiente determinante.

deformación en el punto de localización
en el punto de la masa No. 2, o11 es la

carga unitaria en el punto No. 1, etc. EI

(at sms)

(azsms)

(%3ry-#)

(aírnL - (apmz)

. 1.
\azzmz- az)

(aszmz)

1,

(aztm)

(aímt)

t.

PROBLEMAS RESUELTOS

El eje mostrado en la figura 8-6 soporta un en-
granaje m1 cuyo peso es 50 Ib y un volante m2
cuyo peso es 100 lb. Se ha encontrado que las
deformaciones estáticas 8r y Dz son 0,0012 pul
y 0,0003 pul, respectivamente. Determinar la
primera velocidad crítica, ignorando la masa
propia del eje.

Solución:

>rD = (50)(0,0012) + (i00)(0,0003) :0'0e0lb-pul

2r/62 = (50)(0,0orz)2+(100) (0,00m)2 = 8t x td6lb-p,rl2

655 rad/seg : 6250 rPm

Fte. E-6

2. Deducir la ecuación ." = lE76 de la velocidad crítica de un eje que soporta una carga concen-

trada aislada.

Solución:
Despreciando la pequeña inclinación de la masa, ignorando los efectos de rozamiento, y suponiendo una

pequeña excentricidad e del centro de gravedad de la masa con respecto al centro del eje, se tiene que

s>' rE
2r'62 81 x10-6

hX = n(X+e)a2
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X1k-n¡¡z¡ = mea2 o X = mea2/(k-ma2)

3. Deducir la ecuaciór - F:FSI oc =1/jTF de la primera ve-

locidad crítica de un eje con varias cargas concentra_
das. Relerirse a la f izura 8-8.

Solución:
Dibujamos el eje en vibraciones laterales libres a la fre_

cuencia fundamental at (primer modo de vibración) y con_
cluimos que la energía potencial máxima almacenada en el
eje debe ser igual a la encrgía cinética máxima de las nrasas
en movimiento.

E. C. max = !^rvf + tr^rfi + ...

masas es sinusoidal. Por tanto. la ve_
cualquiera de las masas será X_a,

tud del desplazamiento de esta masa.
Por tanto,

E.C. max = !m1(Xp)2 + tnz(Xz.,)2 + ... = Lo:2^rXfi

La energía potencial máxima almacenada en el eje es igual al trabajo necesario para deformar el eje ala fo¡ma definida por las amplitudes Xt, Xz, etc. Así,

E. C. max = Lt'rxl+ ih2XZ + ... = LZtnxfi
donde cada A es una "constante de elasticidad" cuya definición puede explicarse en la siguiente forma: Sean F1,Fz, Fs, etc., aquellas fuerzas que actuando simultáneamente en las localizaciones 1,2,8, etc., respectivamente,
producirían deformaciones Xt, Xz, X3, etc. Ahora, la forma de la cu¡va de deformación del eje depende de
estas fuerzas, independientemente de la forma como se aplican. Se podría haber supuesto, por ejemplo, queF1 se aplica primero, luego F3, luego F2, , arbitrariamente. Podemos suponer que las fuerzas se aplica-ton simultáneamente desde cero en relación lineal a las deformaciones en sus puntos de localización. Véase eI
diagrama de fuerzas y deformaciones de la figura 8-8. El trabajo hecho en cada sitio de localización de una
fuerza se representa por el área sombreada bajo la línea recta de pendiente É.

fuualando la energía cinética máxima a la energía potencial máxima, obtenemos 
^, = Z!4i, 

.

Se supone forma de deformación del eje durante la vibración es la misma de la curva de defor-

ffi:n:} T"'r""T"f,: 
que X, : CD., Xz : C6', etc. Realmente esto es incorrecto, pero da una

= 
}¡rll _ e2wr\,
2^r6?n 2wnSl

Ftg.8-7

e

Fls. E-8

a2

ya que mn= Wn/g y kn6, = Wr.

Suponiendo que la frecuencia natural de la vibración lateral es igual a la velocidad crítica de rotación o. y

X sen c.¡f

eliminando los subíndices n para simplificar, se obtiene finalmente a, = .m.
V >rD" '
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Las dos masas, ÍLt Y trlz, unidas al eje de Ia frgura 8-9pesan

140 lb y 60 lb respectivamente. Mediante un análisis de de-

formaciones, se ha encontrado que los coeficientes de influen-
cia para el eje son

al = 2xl}-a Pul/lb,
ar, = l2x 10-6 Pul/lb,
alz= az! = 4x10-6Pul/lb.

(Recuérdese que o11 es la deformación en la localización de la
masa No. 1 originada por una fuerza de I lb en dicha locali-
zación, 4., es la deformación en la localización de la masa

No. 1 originada por una fuerza de 1 lb en la localización No. 2,

etc.) Determinar la primera velocidad cútica, ignorando la
masa del eje.

Soluciones:

(o) Usando la ecuación de Dunkerley.

Fig. 8-9

(1) (?,28)(10-2) (5,20) 10-4 = (37,9) 10-6

(2) (7,68)(10-2) (12,80)1f4 = 
-(98,3)10-6

Dl = Wtat+ Wra12

Dz = W2a22* W1a21

rD

(l) (140)(5,2o)10-a = (7,%\rf2
(2) (60) (12,80) 10-+ = (z,es) r0-2

= 732 rad/seg

a, = 621 rad/seg

(140X2)10-s + (60X4)10-8 = (5,20)10 -a pul

(60)(12)10-6 + (140)(4)10-6 = (12,80)10 -a pul

v/ 62

^=,[f . * = fil4rad/seg
v (140x2)10 "

f E T A^'=ls-=lw;=
1111

a2" .'" 
^", 

(ll74=)2

I+- o
tnc ¡t2

(ó) Usando la ecuación de Rayleigh-Ritz.

tr=m

> = (14,96) l0-2 lb-pul

fi3BO dtÑ.-rac = f -ÉüF = 651 rad/seg

(c) Usando la ecuación de frecuencias.

.!+ - @tru+orr^r) 
-l-t 

(a¡a22-aL2a2r)mrnz = o

(a¡m1* azzmz) = (2X10-1(#8)+ (12X10-6X*S, = (2,5e)10-s

(a77a22-ar2a21)m1mz = [(2x12)-(4)(4)] *ffiÚ = (0,451)10-12

Así. + - (2,b9) ro-8J-"+ (0,451)10-12 - 0, en la cual la raíz positiva más pequeña es ú)c: 624 radlseg,'
' an* a'

Este es el valor verdadero de la velocidad cítica (dentro de la exactitud de la regla de cálculo). Pa¡a

este ejemplo particular, la ecuación de Dunkerley es una mejor aproximación que la ecuación de Rayleigh-

Ritz.

Wtatt

386
-A(60x12)10 "
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5' El eje de acero de la figura 8-10 tiene unidos dos engranajes cuyos pesos son b0 lb y 100 lb respecti-
vamente. Despreciando la masa del eje, determinar la primera velocidad crítica.

l0rl

Solución:

Escogemos la ecuación de Rayleigh-Ritz,

wt=

- Carga

s0 lb

Mom

20 lb

t'
r00 lb

?0 lb
lb-pul

lb-pul

A4^2

o P

zs

Fts. E-10

t

I

I

zt

I

I

-l

50lb

ento flector

Curva de
deformación

z6

ls2wa@c= l-. El mayortrabajo de cálculo está en ladeter_" | >il/6.

(1)

minación de los D. Se procede en la fo¡ma ilustrada en los diagramas de la figura g-10.

se supone una carga estática con fuerzas Wt ! Wz iguales en magnitud y dirigidas en forma tal que el eje
se deforme en la forma más simple posible (sin inversión de curvatura). Esto da el diagrama de cargas mos-
trado.

se calculan las reacciones en los cojinetes, suponiendo soportes simples.

Se determinan los momentos de flexión y se hace un esquema del diagrama de momentos flecto¡es.

(2)

(J)
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(4) Se encuentran las deforrnaciones 8r y Dz por medio de una técnica adecuada' Aquí usamos el méto-

do del momento de las áreas. Los pasos aritméticos necesarios se trascriben a continuación.

(a) ZúI : momento de las áreas At, A2,,4¿ alrededor de Q

(b) Z2EI : 76.667(t0120) : 38.333 lb-pulS

(c) ZyEI : 76.667(28120) : 107.334 lb-pule

(d) Z4EI: momento del ¡írea A1 alrededor de P: UTt,*, : 11.66? lb-pul3

(e) Z;EI : momento de las ¡í¡eas Ar Az, As, Aa alrededor de U

- (10x?no\ 10 
))r13) + (10)(300) 

re + ?ql + (8x-400) 
( l_6 

)
2-{rc 

+;) + (10x40c/\^-/ 2 l) 
f 

-l-\-3],
= I57.2t6lb-pul 3

(f)6281 = ZzEI-Z4EI = 38.333-11.66?:26.666

(g) D1E/ = ZsEI - ZTEI = 157.216 - 10?-334 : 49.882

, Td4 TQ\4(5)/= a4= T= 0,785pu1a, ¿=(3)107psi(acero)

(6) Dr = 49.882/(3)(r07)(0,?ss) = (2,118)10-3 pul.

6z = 26.666/(3)(107)(0,?85) = 1r,r32)r0-3 nul.

() [.161 = (50) (2,118)10-3 = (10,5e) 10-2 W$? = Q,243)Lo-4

W262 = (100)(1,132) 10-3 = (11,32)10-2 Wr6t" = (1,282) 101

) = (21,e1) 10-2

6. Determinar la primera y Ia segunda velocidad crítica para el sistema de la figura 8-10.

Solución:
1. Usamos Ia ecuación de frecuencias

-1- - ¡o., m. I aoorno\! *
ú)4 "'az

La mayoría del trabajo a¡itmético está en la
determinación de los coeficientes de influencia,
all, a22, aL2 : a21' Deben hacerse dos análi-
sis de deformación.

2. Pala determina¡ all ! az7 aplicamos una car-
ga de 1 lb en el punto de localización de la ma-
sa No. I y resolvemos para las defo¡maciones
en los puntos de localización de Ias masas No. I
y No. 2 respectivamente (véase la figura 8-11).

En forrna similar se determinan a22Y a¡2 apli-
cando una carga de 1 lb en el punto de locali-
zación de la masa No. 2 y resolviendo para las
deformaciones en la localización de las masas
No. 2 y No. 1, respectivamente. El proceso arit-
mético no se reproduce aquí. Los resultados son

(attazz- a72a21)m1m2 = 0

at2 : a2t: (8,50)10 b pul/lb
ot : (25,35)10-6 pul/lb
arr: (7,O7\LO-6 pul/lb

Fte. t-1r
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3. a1am7* a22ñ2 = (25,35) 10-8(50/3ao¡ + (7,0?)10-s(100/386) = (5,115)ro-s
(a¡azz - a12a21)m1rn2 = [tzs,ssl Q,07)' - (8,b0)2] (50x100x10-12)/(g86)2 = (3,b9) 10-12

4. Por tanto, -1 , - ts,rrsl(10-1 -1- + (3,b9)10-12 = 0
rad/seg. 'D- 

(t¡z

7. Los cojinetes de soporte para el eje mostrado en la
frrgura 8-12 tienen una flexibilidad equivalente a
una constante de elasticidad, fr, de 250.000 lb,zpul
en cualquier dirección perpendicular al eje. Debido
a la flexión, el eje tiene una deformación D6 de
0,0018 pul en el sitio de aplicación de la carga de
300 lb. ¿Qué efecto tiene la flexibilidad de los so_
portes sobre la velocidad crítica?

Solución:
l. Si los soportes fueran completamente rígidos, la ve_

locidad crítica sería

con ¡aíces positivas ocr : 4&3 y oco : l0g0

= 20"

= 10"

- ,---li-ac = vt/ób = v386/0,0018:463rad/seg

2. La flexibilidad de los soportes aumenta la defo¡ma-
ción en el sitio de la carga, medida con respecto a la
línea central del eje descargado. para calcular la ve_
locidad crítica debemos usa¡

," = úzó¿*D¡
y.L = RJk = L00/ 250.000 = ({) 10-a pul

y2= R2/k = 2OO/2il.000 = 1g)10-apul

Entonces c-1" :
crítica en

Resolviendo ambas ecuaciones pa¡a lt/yz ,

a = ¡jft-,
Entonces . ?'^' - 7/a2 -azzmz.

l/a2 -aamt a2rm7

Fls' 8-12

^1.ós = h+(rz-Dii = (6,?)10-4pul

D¡ + 6" = (18,0 * o]¡16:+ = e4,7 )10-a pul

t/ÑMJ-Vffi: 395 rad/seg. La flexibilidad de los soportes reduce la velocidad

r@*t'slroo% = rs%

8. Deducir la ecuación de fiecuencias
1r:r+- (ott*t+ ozz^ú# t (atazz- ar2a2!)rnvm2 = 0

para un sistema con dos masas.

Solución:

l. Véase la figura 8-13. Consideremos el eje en rotación, defor-
mado por las fue¡zas centrífugas mtyúf y n2y2a2 sobrc
las dos masas.

y! = a¡m1ffif t a12m2!2o9,

lz = a22n2!2úf + a2lm1ypf

Reorganizando las ecuaciones anteriores, reuniendo los coeficientes de y,
(atmt- L/ofvt + @em2)y2 = 0, (aztmt)yt+ (a22n2-

Fk' E-r3

Y lz, Y dividiendo por c,.r2

L/a2¡y. = g

3.

lt _ l/af -azzmz' lz a2!mt-

Ia cual puede disponerse en la forma

P= 300 lb

mtT1(n2

[o- {orr^r* orr^")#t (a:L a22- a!2a2r)ntn2 = 0
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4. Más simplemente, se hubiera podido decir que para que las dos ecuaciones escritas en (2) sean satisfechas,

el determinante de los coeficientes de /r y y2 debe ser nulo.

(a1n1 - L/af )

(aztmt)
(apmz)

(azzmz - I/dP) =0

5. Pa¡a desa¡rollar la ecuación de f¡ecuencias con más masas., se podría seguir el mismo procedimiento, escri-

biendo una ecuación para Ia deformación en cada masa. Para que el sistema de ecuaciones sea satisfecho,

el determinante de los coeficientes de las y debe se¡ nulo.

9. Deducir la ecuación de Dunkerley para un sistema de dos masas'

Solución:

1. Comenzamos con la ecuación de f¡ecuencias deducida en el problema 8:

I .1
-of- @u^r+ a22n)ft + (a1ad22- o12a21)m¡n2 = 0

2. En cualquier ecuación de la forma x2 ¡ bx -¡ c : 0, la suma de las raíces es

tanto, en la ecuación de frecuencias

EI peso se reduce en Ia relación

f

El momento de ine¡cia I de la sección trasversal se reduce en Ia relación 2

{I/a?rr+ t/a?") = arrnT+ a22m2

donde c.la, y úJc2 son la primera y segunda velocidad crítica, respectivamente.

3. c-lc, es más grande eu€@cr, generalmente mucho más grande. Entonces l/a?r"" más grande qe ll afr.
Poí hnto, aproxímadam"r't", l/al. = a1tttt1.* a22m2.

4. Aho¡a, d1j-trlj.= ay¡W1/g; y anwt = Du, Ia deformación estática en la masa No. 1 producida por 171

tuando aisladamente. Por tanto, aarntr = 6 u/ S = I/a2r, donde or : velocidad crítica que existiría

únicamente la masa No. l estuvie¡a presente. Similarmente, d2zmz= t/a|.

xr I xz : -b. Por

no-(io)o _ t?s
D4 25G

5. Así, l/co?"r= l/a2t + L/a2r, aproximadamente, que es la ecuación de Dunke¡ley.

6. Puede verse aho¡a la razón dada arteriormente de que la ecuación de Dunkerley subestima la velocidad

crítica. La ecuación de Dunkerley supone que l/rr$r= a!Ltn1.+ a22m2, cuando ¡ealmente l/@a-- a17m7+

a22rn2 - t/a$",

lO. Un eje de acero de diámetro D muestra una primera velocidad crítica de 1200 rpm. Si el eje fuera

taladrado para hacerlo hueco, con un diámetro interior de fi D, icuál sería la velocidad crítica?

Solución:

f. r,f.es proporcional a 1/D; entonc"" a2"¡/alr= D"/D¿, donde ar.¿ es la velocidad c¡ítica del eje hueco y @.t

la del eje sólido, D.la deformación esiática del eje sólido v D¿ Ia del eje hueco (ambas medidas en Ia misma
localización).

2. El taladrado del eje reduce su peso y rigidez, afectando Ia deformación de dos mane¡as.

W, D2 - (1D\2 7
--L:=--j-].....:=-trs D2 16'

Como D es proporcional a WlI, entonces D"/6¿ : (617\(1751256il

a6¡ = a"rt/ 8-/6¡ = tzootft,su

I^

1562 y

1500 rpm

La reducción de masa tiende a elevar la velocidad crítica, mientras que la reducción de rigidez tiende

a bajarla. La masa se reduce más que la rigidez; entonces, el efecto neto es elevar la velocidad c¡ítica.

3.
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ll0

14. Elejemostradoenlafigr:ra8-lSdebeconstruirsedeaceroinoxidable (E:26 X 106 psi).
met¡o seguro que proporcione una velocidad crítica no menor que 3600 rpm. Resp. d

300 lb

VELOCIDAD CRITICA DE EJES

PROBLEMAS PROPUESTOS
Un eje simplemente apoyado sob¡e dos cojinetes separados 20 pul entre sí, soporta un volante de 80 lb, 7 pul
la derecha del cojinete izquierdo. La curv/de deformación estática indica lo sizuiente:

Distancia del cojinete iz. pul 0 2 4 6 I 10 t2 L4 l6 18 20

Deformación, pul 0 ),001 ),003 1 nn6 0,007 0,008 0,00! ),008 ),006 0,002 0

Calcular la velocidad crítica Resp. 2400 rpm aproximadamente

12' Un eje de acero de 4() pul de largo estrí simplemente apoyado en sus extremos y tiene un diámet¡o de 3 pul en las
20 pul centrales de su longitud, y un diámetro de 2,5 pul en el resto. En los sitios donde el diámetro cambia se
hallan masas de 300 lb cada una. Despreciando la masa del eje y usando la ecuación de Rayleigh-Ritz, calcular
la primera velocidad crítica. Resp. D1 =62:0,00425 pul,ar": 30 rad/seg

13. Determina¡ la velocidad crítica del eje de acero most¡ado en la figura 8-14. Despreciar la masa del eje
Resp. 1900 rpm

Fls' 8-u

Para el eje de acero mostrado en la figura &16 calcular la primera
kerley. ftesp. 1800 rpm

Determinar un diá
: 2d Pul

D

500 lb

Fle.8-11

velocidad crítica, usando la ecuación de Dun-

20

15.

16. Para el eje de la figura 8-10 del problema 5, determinar la primera velocidad crítica, usando la ecuación de
Dunkerley. Resp. 442 rad/seg

17. Determinar la velocidad crítica del eje de acero mostrado en la figura g-1?. Resp. 1480 rpm

Fls. t-16 Ftg. 8-17



rE.

VELOCIDAD CRITICA DE EJES

El eje de acero mostrado en la figura 8-18 debe diseñarse para
Determinar el menor diámetro d necesario para esto. Resp.

lll

una velocidad c¡ítica no menor que 1800 rpm.
2 pul

19. Un eje (desnudo) tiene una velocidad citica de 800 rpm. Si se duplicara el diámet¡o del eje, ¿cuál sería la ve-

Iocidad crítica? iBesp. 1600 rpm

20. Un eje soporta dos masas iguales concentradas en las localizaciones 1 y 2. Con la masa I aisladamente, Ias defor-

maciones estáticas en I y 2 son 0,008 pul y 0,007 pul, respectivamente. Con la masa 2 aisladamente, las defor-

maciones estáticas en 1 y 2 son 0,00? pul y 0,010 pul, respectivamente. Calcular la primera velocidad c¡ítica

para el sistema de dos masas. ftesp. 1400 rpm (Dunkerley), 1480 rpm (Rayleigh-Ritz)

21. Para el eje descrito en el problema 20 determinar la primera y la segunda velocidad crítica usando la ecuación

de frecuencias. (Nota: ÍtL= ttt2= m, af = 0,008/mg,azt =0,007 lmg= arz, azz= O,glglmg.)
Resp. 1480 rpm, 4280 rPm

22. Determinar Ia primera y la segunda velocidad crítica del eje de acero mostrado en la figura 8-19.

Resp. 340 rad/seg, 660 rad/seg

Fls. E-19

Fls' 8-18

23. Calcula¡ la primera velocidad crítica del eje de acero de Ia figura 8-19

Resp. 303 rad/seg
por medio de la ecuación de Dunkerley.

24. Pa¡a el eje mostrado en lia figura 8-20 se ha deter-
minado que las deformaciones estáticas debidas a
la flexión so.r 81 : 0,0009 pul, Dz: 0,0030 pul,
D" : O,OO1S pul. Los cojinetes de soporte tienen
una flexibilidad en la dirección ve¡tical equivalente
a una constante de elasticidad A : 200.000 lb,zpul.
En la dirección horizontal los soportes son esencial-
mente rígidos. Estudiar las velocidades c¡íticas en

el primer modo.
ftesp. Deberían espera¡se dos velocidades críticas

en el primer modo, una en Ia cual las defor-
maciones verticales fueran grandes y otra en
la cual las deformaciones horizontales fue¡an
grandes. Con base en las ecuaciones de Ray-
leigh-Ritz, nuestros cálculos para ellas son
362 rad/seg y 428 rad/seg respectivamente.

Ftc' 8-20

Determina¡ la primera velocidad crítica del eje de acero mostrado en la figura 8-21.

Sugerencia: Considera¡ la masa de cada porción de 10 pul de eje como si estuviera concentrada en su

centro de gravedad.
(Emplear la ecuación de Rayleigh-Ritz pata su cálculo.)

26.
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Para el mismo eje hacer una aproximación más
imperfecta. Tratarlo como un sistema de tres
masas, tomando la masa de cada una de las
secciones de 3 pul de diámetro como concentra-
da en el centro de gravedad de la sección y la
masa de 6 pul de diámetro como concentrada
en el cent¡o de esta sección.

Fic' E-21

Resp. (a) 778 nd/seg (empleando E : 30 x 106 psi y un peso específico del ace¡o : 0,283 lbrful3)
(ó) Igual a (o) dentro de la aproximación de la regla de cálculo.

Discusión: Realmente debe¡ía esperarse que (b) diera un resultado ligeramente menor que
(d), pero la diferencia fue menor que la atribuible a la lectu¡a de la regla de cálculo.
Esto ilust¡a la afirmación hecha ante¡io¡mente de que las masas distribuidas pue-
den remplazarse aproximadamente por un sistema de masas concentradas para el
propósito de calcular las velocidades críticas en el primer modo. Para calcular veloci-
dades críticas más altas es necesario ¡efinar las aproximaciones.

26. Para un ejemplo de diseño de ejes en el cual uno de los c¡iterios es la velocidad crítica, véase el problema 12 del
capítulo 9.

27. Calcular la velocidad crítica del compresor de aire
most¡ado en la figura 8-22. Cada uno de los cua-
tro ¡otores pesa 80 lb (incluyendo f, del peso del eje).
El eje de ace¡o es hueco con D. E. de 6 pul y D. I. de
5,5 pul. Despreciar el efecto de producción de ¡igidez
de los rotores.

Discusión: El eje es relativamente rígido (gran 1)
pero de área trasve¡sal pequena. La lon-
gitud del eje es apenas 5 veces el D. E.
Estas condiciones hacen que tenga im-
portancia en los cálculos la defo¡mación
por corte.

r?esp. (¿) Ignorando la deformación por corte y
usando la ecuación de Rayleigh-Ritz,
oc: 1430 rad/seg.

(b) Incluyendo la deformación por corte
adicionada a la deformación por flexión
y usando la ecuación de Rayleigh-Ritz,
@c : L2ffi rad/seg.

Flc.8-22

(b)



Capítulo I

Trasmisión de potencia mediante

nf, OfSnÑO DE EJES consiste básicamente en la determinación del diámetro correcto del eje para ase-

gurar rigidez y resistencia satisfactorias cuando el eje trasmite potencia en dife-
rentes condiciones de carga y operación. Generalmente los ejes tienen sección trasversal circular y pueden

ser huecos o macizos.

EL DISEñO DE EJES DE MATERIALES DUCTILES, basado en su resistencia, está controla-
do por la teoría del esfuerzo'cortante

máximo. La presentación siguiente se basa en ejes de material dúctil y sección trasversal circular. Los

ejes de materiales fnigiles deben diseñarse en base a la teoría del esfuerzo normal máximo. Generalmente

los ejes están sometidos a torsión, flexión y cargas axiales. Para cargas torsionales, el esfuerzo de torsión
.r es

X\J

,ry = I[¡/l = l6trlr/nd3 para ejes macizos

,rJ = T6ll.ljohr<¿l- ú para ejes huecos

Para cargas de flexión, el esfuerzo de flexión s6 (tracción o compresión) es

sb = M6r/l = 32lt4O/nd" para ejes macizos

ejes

sb = B2tulrdo/ní!-ail

Para cargas axiales, el esfuerzo de compresión o tracción

s¿ = 4fo/nd2

so = +ryn<ai- dit

La ecuación del código ASME para un eje hueco combina torsión, flexión y carga axial, aplicando

la ecuación del esfuerzo cortante máximo modificada mediante la introducción de factores de choque,

fatiga y columna:

Para un eje macizo con carga axial pequeña o nula, se reduce a

d" = 16
7st

en la cual, en la sección en consideración,

para ejes huecos

S¿ €S

para ejes macizos

para ejes huecos

do : diámetro exterior del eje, Pul

d¿ : diámetro interior del eje, pul

Fa : ca¡ga axial, lb

fatiga, aplicado al momento flector

fatiga, aplicado al momento de torsión

ao *fu

TxJ = esfuerzo cortante de torsión, psi

M¿ = momento de torsión, lb-pul

M¿ = momento de flerión, lb-pul

K = di/¿o

Kb = factor combinado de choque y

K¿ = fa"tot combinado de choque y

1K6tr/,6)2 1K¡M)2

ll3
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Para ejes estacionarios:
Carga aplicada gradualmente
Carga aplicada repentinamente

Para ejes en rotación:
Carga aplicada gradualmente
Carga repentina (choque menor)
Carga repentina (choque fuerte)

Kb Kt
1,0 1,0
L,5 a 2,0 I,5 a 2,0

L5 1,0
1,5 a 2,0 1,0 a 1,5
2,0 a 3,0 1,5 a 3,0

sb = esfuerzo de flexión (tensión o compresión), psi

sa = esfuerzo axial (tensión o compresión), psi

El código ASMB especifica para ejes de acero comercial

sr(permisible) : 8000 psi para ejes sin cunero

sr(permisible) : 6000 psi para ejes con cunero

El código ASME especifica para ejes de acero comprados con especificaciones definidas

sr(Permisible) : 30n/o del Iímite elástico sin sobrepasar del 187ó del esfuerzo último entrac-
ción, para ejes sin cuñero. Estos valores deben reducirse en 257o si existen
cuneros.

d: factor de acción de columna. El factor de acción de columna es la unidad para cargas
de tracción. Para compresión, d puede calcularse mediante:

d = para LIK < ltlt - 0,0044(L/k)
s!Io

d = =:. 
(í\' para LIK > Ir5Tr nL lt

n = 1 para extremos articulados

n = 2,25 para extremos fijos

n = 1,6 para extremos restringidos parcialmente, como en el caso de cojinetes

1r = radio de giro : JTf A pul

I -- momento rectangular de inercia, pula

A = área de la sección trasversal del eje, pul2

sy = esfuerzo de fluencia en compresión, psi

EL DISEÑO DE EJES POR RIGIDEZ TORSIONAL se basa en el ángulo de giro permisible. La
cantidad permisible de giro depende de la

aplicación particular, y varía desde 0,08 grados por pie para ejes de máquinas herramientas hasta 1,0
grados por pie para ejes de trasmisión.

0 = \T4MJ/GG:- ¿;) para un eje circular hueco

0 = 584trtr*/Gd4 para un eje circular macizo

donde

0 = ángulo de giro, grados

L = longitud del eje, pul
Mt = momento de torsión, lb-pul
G = módulo de elasticidad en torsión, psi

d = diámdtro del eje, pul
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EL DISENO DE EJES POR RIGIDEZ LATERAL se basa en Ia deformación lateral permisible
para una operación apropiada de los cojine-

tes, un comportamiento de precisión en máquinas herramientas, una acción satisfactoria de los engra-
najes, alineamiento del eje y otros requisitos similares. La deformación puede determinarse mediante

d2y/d,x? = M¡/EI

Mb = *o-"nto de flexión, lb-pul

E = módulo de elasticidad, psi

I = momento rectangular de inercia, pula

Si el eje tiene sección trasversal variable, resulta práctico resolver gráficamente las expresiones an-
teriores. (Véase capítulo 5.)

LAS DIMENSIONES NORMALES DE LOS EJES han sido normalizadas tentativamente por
el American Engineering Standards Commit-

tee en la siguiente forma:

r5lt6, r3116, r7116, r11116, r15116, 23116, 27116, 215116, 37116, 315116,
47/t6, 4r5lt6, 57116, y 515/16.

Diá¡netro de ejes para maquinaria, en pulgadas:

ll5

dos integraciones sucesivas de

donde

Las longitudes normalizadas de fabricación son
16, 20 y 24 pies.

FLEXION son los factores principales que influyen
en el diseño de ejes. Uno de los primeros

pasos en el diseño de ejes es hacer diagrama de momentos flectores del eje cargado o el diagrama combi-
nado de momentos flectores, si las cargas que actúan sobre el eje están en más de un plano axial. Los
puntos de esfuerzo crítico de flexión pueden determinarse del diagrama de momentos flectores.

El momento de torsión que actúa sobre el eje puede determinarse de

hpx33.ooox12

l/2 pul a 2 l/2 pul,
de I/16 pul en 1,216 pul,
2 5/8 pul a 4 pul, I
de I/8 Pul en 1,/8 Pul, I4 l/4 pul a 6 pul,
de l/4 pul en I/4 pul,

LOS MOMENTOS DE TORSION Y DE

donde

M,t 2n rpm

Para una trasmisión por correas, el momento de torsión es

Mt = (Tt-7")R lb_pul

?1 : tensión en el ramal tirante de la correa, lb
lnz : tensión en el ramal flojo de la correa, Ib

R : radio de la polea, pul

Para una trasmisión por engranajes, el momento de torsión es

tr'It = 4R

fuerza tangencial en el radio primitivo, lb
radio primitivo, pul

63.000 x hP lb-pul
rpm

F_'t -
R

donde
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PROBLEMAS RESUELTOS

Un eje de acero comercial de 3 pies de longitud debe trasmitir 50 hp a 3600 rpm por medio de un
acoplamiento flexible desde un motor de corriente alterna hasta un generador de corriente continua.
Determinar las dimensiones que debe tener el eje.

Solución:
En este caso el eje solamente tiene esfuerzos de torsión y K¿ es igual a la unidad, suponiendo que Ia carga

se aplicá gradualmente.
s5 (permisible) : 6000 psi de acuerdo con el código ASME para un eje de ace¡o comercial con cuñero.
s5 (permisible) : t0 M¡lnd3

6000= 16(50:i*000 lfl-lod:0,905pul.Usar15/16pul,queeseldiámet¡onormalizadomáscercano.3600 7rd3

Una sección de eje comercial de 5 pies de largo entre cojinetes, carga una polea de 200 lb en su pun[o
medio, como muestra la figura g-1. La polea está acuñada al eje y recibe 20 hp a 150 rpm, Ios cua-
les son trasmitidos a un acoplamiento flexible colocado justamente afuera del cojinete derecho. La
correa conductora es horizontal y la suma de las tensiones en ella es 1500 lb. Suponer K¡ -- K6 :
1,5- Calcular el diámetro necesario del eje y determinar el ángulo de giro entre los cojinetes. G :
12 ¡ 108 psi.

T1+7" = 1500lb

Cárgas vertica

Diagrama
momentos vert

Cargas horizo

Diagrama de mom
horizontales

Solución:
Flg. st

1.

2.

lb

lb

Primero, es necesario determina¡ los momentos máximos de flexión y de torsión que actúan sobre el eje.

M5(max) - ñ0,+ ,Zñ0, : 22.?00 lb-pul M¡(max): 20(68.000)/150 : 84oolb-pul

s"(permisible) : 6000 psi para un eje con cuñero, según ASME. Entonces,

ds=+t6hMÍ;&tMÍ==+ffi7"S -u v' ', u' ?76000

de la cual d : 3,I2 pul. Usar un eje de 3 1/8 pul que es el diámetro normalizado más cercano.

0 = 584MtL _ 584x9400x30_ = 0,128.giroGd4 (12 x106) (3,125)4

les

rde
rticales

ontales

30 30

r00

750

100 lb 3000 lb-pul

200 lb

1500 lb

entos

22.500 lb-pul
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I Cargas
horizontales

Cargas verticales

440 Ib

Diagrama de
momentos

horizontales
pu

Diagrama de
momentos
verticales

Diagrama
resultante

3. La figura 9-2 muestra las fuerzas que actúan so-
bre un eje de acero que soporta dos engranajes.
Los engranajes están acuñados en B y D. A y C
son los centros de los cojinetes. El eje trasmi-
te t hp a 650 rpm. De acuerdo con el código
ASME el esfuerzo permisible para una sección
sin cuñero es de 12.000 psi. K¿ : Kt : 1,5.
(o) Hacer diagramas de momentos horizonta-

les, verticales y resultantes. Indicar los va-
lores en los puntos de cambio.

(b) Determinar el diámetro necesario para el
eje, aproximando hasta 0,01". Indicar la sec-
ción crítica.

Solución:
En el cojinete C:

M¡(max) : 9(63.000)/650 : 873 lb-pul
Mb(max) : 1632 lb-pul en C
,3 16

d=
7r (12.000)

(1,5 x1632) 2 + (1,5 x B?3)2

d : 1,07 pul

M¡(max):873 lb-pul, Mb(max) :1132 lb-pul

Ftg. S2

ds = 16 
-7I(0,75) (12.000) V(t,st rr}2)2 + (1,bxB?3)2 y d :1,07 pul

Nota: A pesar de que el momento de flexión en el engranaje B es meno¡ que en el cojinete C, se requiere el mis-
mo tamaño de eje debido a la presencia del cuñero en B.

4- Una polea de 24 pul de diámetro conducida por una correa horizontal trasmite potencia mediante
un eje sólido a un piñón de 10 pul de diámetro, el cual a su vez conduce un engranaje. La polea pe-
sa 300 lb, con el fin de proporcionar algún efecto de volante. La disposición de los elementos, las
tensiones en la correa, y las componentes de las reacciones del engranaje sobre el piñón se muestran
en Ia figura 9-3. Determinar el diámetro necesario del eje, utilizando el valor del esfuerzo dado en
el código ASME para ejes comerciales y usando factores de choque y fatiga: K6 : 2 ! K¡- - l,b.

9'i

Cargas verticales

IJ -

Diagrama de momentos
verticales

Cargas horizontales

Diagrama de
momentos horizontales

Diagrama de
momentos resultantes

+

10

ll-rP

2961324 lb

j
300 tb

1920 lb

2960 lb-pul

1600 lb

985 lb
3865 lb-pu

,Á'4, --"'/
r3 15 lb

11 850 lb pul-r_(lil__ 13 150

rlb pul

Solución:

Mr(max) = (T1-72)12 = (1200-400)12
= 9600 lb-pul

M¿(max) = \,ftlfGt- (8865f = 14.850lb-pul

s" (permisible) : 6000 psi código ASME

d" = == V(z x r¿.aso)2 + (1,5 x 9600¡2 = 29
716000

d = 3,04pu1. Usar 3 pul de diámetro.

Fig.9-3

I

bpu

1632 lb-put 
¡
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5. Un eje de una máquina gira a 600 rpm y está soportado por cojinetes separados entre sí 30 pul, como
muestra la figura 9-4. Veinte hp se suministran al eje mediante una polea de 18 pul localizada 10 pul
a Ia derecha del cojinete derecho. La potencia se trasmite desde el eje mediante un engranaje cilín-
drico de 8 pul localizado 10 pul a la derecha del cojinete izquierdo. La correa conductora forma un
ángulo de 60" con la horizontal. La polea pesa 200 lb para proporcionar algún efecto de volante. La
relación de las tensiones en Ia correa es 3:1. EI engranaje tiene dientes a 20' y se acopla con otro
engranaje localizado directamente sobre el eje. Si el material seleccionado para el eje tiene una re-
sistencia última de 70.000 psi y un límite de fluencia de 46.000 psi, determinar el diámetro necesa-
rio del eje de acuerdo con el código ASME y usando K6 : I,5 y K¡ : 1,0.

sol

l0:

402
l0L

Tt

206 lb

I'
I

lr

;"

95 Ib l,--.,[ 
(careas verticatr

191 Ib

1950Ib-Pul

a

200 rb 

I
0 lb-pul

525 lb 2321

2?3 lb 2?30 lb-pul 484 Ib

2330 lb-pul

solución: Flg' 9-{

Mt : 20(63.000)/600 :2100 lb-pul

De (?1 - Tr)g : 2100 y 3Tt -- ?rtenemos

?2 : 116 lb, ?1 : 348 lb, (Tr * ?z) : 464 lb

4Ft : 2t00, F¡ : 525 lb, ¡s : 525 ran 20. : 191 Ib

187¿ X 70.000:12.600psi. 309á X 46.000:13.800psi, ss(permisible) :750óx f2.600:9450psi.

M5(max) = \,1;fe;rlÍot = 336o lb-pul

d3 = 16 ú$60" úñ (r10ót o d : r, 4puL.usa¡unejedeli pul.
n9450

6. Un eje hueco de 20 pul de diámetro exterior y 12 pul de diámetro interior está soportado por dos co-
jinetes separados 20 pies. El eje es conducido por medio de un acoplamiento flexible situado en un
extremo y mueve una hélice de barco a 100 rpm. El empuje máximo sobre la hélice es 120.000 lb
cuando el eje está trasmitiendo 8000 hp. El eje pesa 15.000 lb. Determinar el esfuerzo cortante má-
ximo en el eje por medio de la ecuación del código ASME considerando el peso del eje y el efecto de
columna. Suponer Kb : L,5 y K¡ : I,0.

Solución:

M¿(max) : WLlS: (15.000)(240)/8

Mt(max) : (8000 ¡ 63.000)/100 :

I = lTQú -tf,)/64 = 6840puta.

t, = ,lt4 = 1/es¿o-tnt = 5,84 pul.

T2 402 lb

Diagrama de
rmentos verticales

rgas horizontales

Diagrama de momentos horizontales

: 450.000 lb-pul
5.040.000 lb-pul

A = n(2o2 -L21/4 = 201 pul2,

L/h = 2a0/5,84 = 41,2, quees < 115. Entonces
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7. Un eje de 48 pul de largo recibe un momento
de torsión de 10.000 lb-pul de una polea loca-
lizada en el centro del eje, como se muestra
en la figura 9-5. Un engranaje en el extremo
izquierdo del eje trasmite 6000 lb-pul de es-
te momento, mientras el resto se trasmite
mediante un engranaje localizado en el extre-
mo derecho del eje. Calcular la deformación
angular del extremo izquierdo del eje con res-
pecto al extremo derecho si el diámetro del eje
es 2 pul y está hecho de acero. Despreciar el
efecto de los cuñeros en el cálculo.

Rueda dentada de 30"

Diagrama de momentos
verticales

Cargas horizontales

Diagrama de
momentos horizontales

: t,222

I 
- 

24tt- 
-=]*- 

24tt -----]

Fis. 9-5

1 - 0,0044(24015,84)

do - 20pul, dí : l2pul, y K : d¿ld.o : 12120 : 0,6.

^ roo^ = 

-

r ir¿u( 1 -K4\-o\ ¡

= ,- 16 , ,, ./I,t* -*000) + 1'222x t20'009x20(1+0'62)l' * ,rx b.040.000)2:3800psi
7r203,Í-0,64)Y L'-'" I J

La deformación angular de un extremo del eje
con respecto al otro es la diferencia de la deforma-
ción angular de los ext¡emos con ¡especto al centro.

0._0o _ 584(600_0)(24)
Gd"

584 (4.009) (24) 
0,146"

Gd4

8. Se suministran treinta hp a una rueda dentada de 30 pul por medio de una cadena, como se mues-
tra en la figura 9-6. En la polea de 24 pul se sacan 20 hp, y en la manivela de 8 pul se sacan 10 hp.
EI peso de la polea es 1000 lb. La fuerza en el lado tenso de la cadena se representa por T¿. La tensión
en el lado flojo es tan pequeña que puede despreciarse. La relación de las tensiones en la correa es 4:1.
El eje rota a 300 rpm. Las cargas se aplican con un choque moderado, K6 : 2 y Kt : 1,5. De-
terminar el tamaño necesario del eje si el esfuerzo permisible es ss : 8000 psi. Se supone que la
rueda dentada y la polea están acuñadas al eie.

20

I

t

l

583 lb

r56 lh261 lb
(Cargas

426 lb 2s? lb

420Ib i 3601b-pul

3156 lb-pul]*-\
¿oó

t2t2

Momento: 10.000 lb-pul

Momento: 6000 lb-pul
Momento : 4000lb-pul

Fls.9-6
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4?2tenemos que ?1 : 466 lb, T2: ll7 lb y (?r + ?2) : 583 lbDe (?r - T2)12 : 4200 y Tt :
F. : 2100/8 : 263 Ib.

M¿(rueda) : 63.000 X 30/300 : 6300 lb-pul,
M¿(manivela) : 2100 lb-pul.

M6(max) : rTszae\ s::,o' : 44golb-pul en

d3 = 16 ,/ 6^M^)\ 6-M-f
zrs- (0'75)

de la cual d : 2,23p:t,.. Usar un eje de 2f pul.

|doG sqlrd3 $/n)(f)Ízxtoa\Enlonces' 5gAU = 16 o 
s84 (12)-

Mt(polea) : 2Mt(ma¡ivela) : 4200 lb-pul,

la polea, Mttnax) : 6300 lb-pul en la polea.

It)

7¡(8000) (0,75)
t/ Q*qqs}' + (r,5 x6300)2 = 11,06

9. Determinar el diámetro por debajo del cual el ángulo de torsión de un eje, en vez del esfuerzo máxi-
mo, es el factor determinante al diseñar un eje sólido en torsión. El esfuerzo cortante permisible es
8000 psi y Ia máxima torsión permisible es I,/12 grado por pie. (Considerar un eje sin cuñas.)
G : 12 x 10d psi.

Solución:
s5 (permisilrle) : 16 Mt /ttd3, B(permisible) : 584 MtL/Gd4.

Mt = ?¿oG/S}CL momento que puede trasmiti¡se con la torsión permisible.
M, = srnd3/16 momento que puede trasmitirse con el esfuerzo permisible.

-#, de la cual d : rr,o".

tO. Los ejes AB y CD están conectados por engranajes rectos, como mues-
tra la figura 9-7. Un par aplicado en A esfuerza el eje AB a 8000 psi.
Determinar el diámetro del eje CD si allí el esfuerzo cortante no debe
sobrepasar de 8000 psi. Despreciar cuñeros y cualquier acción de flexión.
G : 12 X 106 psi.

Solución:
M¿ sobre el eje CD es 3 veces M¿ sobre el eje AB.

Sea d1 el diámet¡o del eje AB y dz el del eje C D. Entonces

ssirdl/rc = ssird;/$6xs\

como d1 : 2pul, el diámetro requerido es dz : 2,88pu1.

6" Dio.

l8" Di8.

1 1. Para poder reducir el peso de los elementos de control y potencia usados en cierto tipo de aeroplano,
se planea usar un eje hueco para la trasmisión de potencia. Desarrollar una expresión para determi-
nar el porcentaje de ahorro en peso que puede obtenerse usando un eje hueco en vez de un eje macizo
de igual resistencia, para tal aplicación.

Solución:

Para un eje macizo sometido a cargas de flexión y de torsión, el esfuerzo cortante es

ss = qIM!+E
1Td" 0 t

Para un eje hueco sometido a las mismas cargas de flexión y torsión anteriores, eI esfuerzo cortante es

1A,tss = ',io-o,, t/u7 + w7Tr(ü-q) D t

donde M¡ : momento de flexión en la sección crítica, lb-pul do : diámet¡o exterio¡ del eje hueco, pul
M¿ : -o-tnto de torsión en la sección crítica, lb-pul d¿ : diámetro interio¡ del eje hueco, pul
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que el eje hueco tendrá Ia misma resistencia que
las dos ecuaciones anteriores, con lo cual se obtiene

el eje macizo, pueden igualarse los

16 do

7r@;-d;)
de la cual

f2. El eje mostrado en Ia figura 9-8 (a) debe diseñar-
se desde el punto de vista de su resistencia, velo-
cidad crítica y rigidez. La potencia se suministra
a la polea P por medio de una correa plana y se
toma del eje a través del engranaje cilíndrico
G. El eje está soportado por dos cojinetes de bo-
las de surco profundo.

Se ha establecido la siguiente información:
Potencia : 10 hp (condiciones estacionarias de
carga)
Velocidad del eje : 900 rpm
El eje será hecho de AISI 1035 laminado en ca-
liente (s, : 85.000psi y sy : 55.000psi)
Diámetro de Ia polea : 10 pul
Diámetro primitivo del engranaje : 10 pul
Peso de la polea : 30 lb
Peso del engranaje : 30 lb
Relación de tensiones en Ia correa Tr/72 :
2,5
Angulo de presión del engranaje : 2Oo

La polea y el engranaje están montados con
ajustes de presión y cunas.

DimensiónA:B:C:Gpul

to---
ird"

tL¡o
do

Desde el punto de vista del peso, el eje hueco sení más liviano que el eje macizo en un facto¡ (1 
-N/100),donde N es el porcentaje de ahorro en peso obtenido por el empleo del eje hueco. Entonces

lnuf,- ait rx rr - frlf,a'rr (2) qai-ait = (1 - #,r'
donde -L : longitud del eje, pul

I : peso específico del material del eje, lb/pul3

Remplazando el valor de d¿ de (f ) en (2) y resolviendo para N, se obtiene

N = Lr - Go/d)' + r/@o/d)4 - do/d lroo

(b)

Flc.9-8

Lasfuerzasenlacorreasonperpendicularesalpapel,conll enelramaltiranteyT2enelra-
mal flojo. La fuerza tangencial en el engranaje es F¿ y la fuerza separadora es Fr. F¡ es perpendi-
cular al papel.

Se han impuesto las siguientes limitaciones:
(a) La deformación del eje en el engranaje no debe ser superior a 0,001 pul.
(ó) La inclinación del eje a través de los cojinetes no debe exceder de 1n.
( c ) La velocidad de operación del eje no debe ser superior al ffi% de la velocidad crítica inferior.

Solución:
Los cubos del engranaje y de la polea contribuyen a la rigidez del eje, lo mismo que el anillo interior de ca-

da cojinete de bolas. Si un cubo es ¡elativamente largo, su efecto es dife¡ente del efecto si el cubo es corto. Pa¡a
efecto de este problema se considera que la mitad de la longitud de los cubos y de los anillos de los cojinetes es
efectiva para producir rigidez en el eje. El efecto de la aleta de la polea y del engranaje puede despreciarse en un
análisis de deformaciones. El diseño se hará entonces sobre la base del eje simplificado que muestra la figura
9-8(b). Se dete¡minará primero el diámetro D requerido por resistencia, de acuerdo con el código ASME.
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EI momento de torsión entre la polea y el engranaje es M¿

La suma de las tensiones en la correa puede determinarse de

: (10)(63.000)/900 : 700Ib-pul

(71 -Td6):700 y Tt:2,5T2

delacual T1 :233,31b, T2:93,3 lby (Tt -l Tz): 326,6 lb.

Fuerza trasmitida F¿ : 70015 : 140 lb.

Fuerza separadora F¡ : 140 tan ztr : 51 lb.
De la info¡mación anterio¡ pueden combina¡se los diagramas de momentos vertical y horizontal para obte-

ner el diagrama de momentos ¡esultantes que muestra la figura 9-9.

25,5 lb

93 lb

lbr- 6'
81lb 30

-""-'---t-tt"'-

85,5 lb.

Diagrama de
momentos verticales

140

560 lb

Diagrama de

Diagrama de

580Ib-pu

Flg. $9
19?0 lb-pul



TRASMISION DE POTENCIA MEDIANTE EJES r23

Elesfue¡zocortantepermisiblesedeterminapor: lSVo X 85.000 : 15.300psi,307o X 55'000 : 16.500psi.

Usar s (¡rermisible) : 15.300 psi.

Como puede verse en la figura 9-9, la flexión resultante máxima se presenta en el cojinete derecho: M¡ :
1970 lb-pul, M¿ : 700 lb-pul.

Para carga estacionaria, K6 : 1,5 y Kü : t,O.

D3 = #:16V¡;'rr?oP+ox?oo)2 = r,ol

de la cual D : 1,00 pul, y 2D : 2,00 pul requeridos por resistencia.

En seguida, para poder determinar el diámetro requerido pa¡a operar por debajo del Wo de la primera velo-

cidad crítica, es necesario calcular las deformaciones estáticas en las localizaciones del engranaje y de la polea,

debidas únicamente a sus pesos. Es importante notar que para obtener la primera velocidad cútica, el peso de

la polea situada en el extremo derecho del eje debe conside¡arse actuando hacia arriba para satisfacer el primer
modo de vib¡ación. El eje con su curva elástica y su diagrama de momentos, para este propósito, se muestra en

la figura 9-10. Notar que es oportuno trazar la tangente a Ia curva elástica en el extremo izquierdo, para emplear

el método de los momentos de las áreas al determina¡ las deformaciones requeridas. En vez de hace¡ el diagra-

ma M/EI para las deformaciones siguientes, simplemente notamos que el momento de ine¡cia de las seccio-

nes 2D es 16 veces el momento de ine¡cia de las secciones de diámet¡o D.

30lb

30lb

Diagrama de momentos

A

Fig. 9-lO
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Se halla Artomando momentos alrededor del extremo de¡echo del diagrama de momentos, y llamando
f al momento de inercia de las secciones con diámetro D. Usando calculadora y redondeando los resultados
finales,

A _ (180)(6)(4) (180)(6)(9) (180)(6)(14) 10.32?,5- ,EI - 16EI- - zw = 
EI

A, se encuentra tomando momentos alrededo¡ del cojinete derecho:

é2 _ (180)(6)(3) + (180)(6)(8) = @23,ü
L6 EI 2EI EI

Aase encuentra por proporción:

A^ = 18 A" - l8 (4522'51
"12'12EI

ro.327,5 - 6783,75 3il3,?5
EI EI

A _ (180)(6)(2)- 2EI

a5 6783,75 226r,25
sEI = 

- 

(Porproporción)

A ¡ 2261,25-1080y2 = J5-u4 = EI

Remplazando los valores d"yr y y" enla ecuación de la velocidad c¡ítica (véase el capítulo 8) e igualán-
dola a 1500 rpm, ya que la velocidad de operación de 900 rpm es el 60% de 1500 rpm, tenemos

1080=EI

a3
3

_ 1181,25

EI

1500 = r87,t = 187,7 (0,0184) V¿¡

de la cual ttrT:434; y para E : 30 X 10e, 1: 0,006225 pula.

Ahora, I : nDa lM : 0,006275 pula da D : 0,598 pul para una velocidad c¡ítica de 1500 rpm. Notar que
este diámetro es menor que el requerido por resistencia

Al diseñar por la rigidez requerida será necesa¡io determinar la deformación en el engranaje y la inclina-
ción del eje, tanto en el cojinete izquierdo como en el derecho, debido a las cargas horizontales y verticales. La
figura 9-11 se basa en las cargas verticales. La cu¡va elástica se dibuja y se le trazan tangentes en los puntos A
y B. Se hace el diagrama de momentos. Pa¡a facilitar la toma de mcmentos, se hace el diagrama de momentos
por partes consistentes en cuatro secciones triangu.lares y una rectangular. El diagrama de momentos se hizo
por partes, saliendo primero de la reacción izquierda, pasando por la derecha y luego comenzando en el ext¡e-
mo de¡echo del eje y regresando a la reacción derecha. A, se determina tomando los momentos de las secciones
I, II, III y IV, respectivamente, con respecto a la reacción derecha, notando que los momentos relacionados
con la sección de diámetro 2D del eje se dividen por 16.o1 y que el momento ¡elacionado con la sección D se
divide por EL Nótese, además, que el momento de la sección III es negativo.

As = *4, = r85s,625 /Et

yu = As-42 = g42/EI

(486)(6)(2) (153)(6)(8) 3?1e,25
(2)(16)EI zEI EI

por proporcron

(deformación en el engranaje en el plano vertical)
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cojinete

A
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tan 07: 1859,6251681 : 3L0l EI (inclinación en el cojinete izquierdo en el plano vertical)

se determina tomando los momentos de las secciones [V, I, II, y III, respectivamente, con relación al
izquierdo.

^ _ (153)(6)(4) (153)(6)(10) (153)(6)(e) (486)(6)(r0) _ 1128
-4 2EI (2)(16)E¡ r6EI (2)(16)EI EI

tal¡ 02: Lo¡tZ : l44l EI (inclinaciónen el cojinete derecho en el plano vertical)

Cargas verticales

85,5 lb

N

18O lb-pul

486 lb-pulFls.SU
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La figura 9-12 se basa en cargas horizontales. Se dibuja la curva elástica y se trazan tangentes en los pun-
tos A y B. Se hace el diagrama de momentos y se divide en las secciones I, II, III y IV. A, se determina toman-
do los momentos de las secciones II, III y fV, respectivamente, con respecto al cojinete de¡echo.

A _ (558)(6)(3) + (1404)(6)(2) + (558)(6)(8) _ 14.546,25- 
16 EI - -(DOütt 2EI EI

tan 01: 74.546,2511281 : l2l2l EI (inclinación en el cojinete izquierdo en el plano horizontal)

^ _ (558)(6)(4) * (!!!XQlg + (1404)(6)(10) _ rr.ztr,15¿2 ' 2Er - --re-¿ e)e6)EI Er

tan 0r: ll.2ll,7íllzUI : 934lEI (inclinación en el cojinete derecho en el plano horizontal)

Cargas horizontales

lb-pul

Fig. 9-r2
1962 lb-pul
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/ : 0,00238 pul4 y D : O,47 pul requeridas en el

En el cojinete derecho,

r27

^ 
(558)(6)(3) (1404)(6)(4) 1680,75

43= 
t6EI 

- (2)(r6)EI = 
EI

^ 
ll.2ll,75 5605,875A4 = ,EI = EI Por Proporcron

^^-5605,875-1680,75-3925(deformaciónenelengranajeT¡ = d+ - A3 = EI = EI en el plano horizontal)

La deformación resultante en el engranaje es igual a la suma vectorial de las deformaciones en los planos
horizontal y vertical.

1 rn2+3g2s2 = ryy (engranaje) : fiV9, L,t

La deformación en el engranaje está limitada a 0,001 pul. Entonces

4040 , 4040
T = 0,001 o I = 

,3t" t,iñ001) = 0,1347 pul4, momento de inercia requerido

ní)4
ffi = 0,134? o D : l,%5 pul para limita¡ la deformación en el engranaje a 0,001 pul.

La inclinación resultante en el cojinete es igual a la suma vectorial de las inclinaciones en los planos hori-

zontal y vertical. En el cojinete izquierdo,

inclinación : +r5ro'; rfP = W limitada a tan l'

Entonces, tan 1' : 0,0175 : P$/EI, de la cual

cojinete izquierdo.

para el cojinete izquierdo.inclinación : !=ltqs\ $a"LI

El sizuiente es un resumen de los cálculos

a4Á
= EI' menor que

anteriores:

Vertical Horizontal Resultante

Defo¡mación en el engranaje

Pendiente en el cojinete izquierdo

Pendiente en el cojinete derecho

942lEI
srolEr
r44lEI

3925lEI
r2r2lEI
n4lEr

4040lEI
r2solEr
s46/EI

Diámetro requerido de eje

D:

2D:

Por resistencia,
basado en el
código ASME

Basado en la
inclinación en
los cojinetes

Basado en la
pendiente en
cojinetes

Basado en la
velocidad
crítica

I

2

pul

pul

1,285 pul

2,5? pul

o,47

0,94

pul

pul

0,598 pul

1,196 pul
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PROBLEMAS PROPUESTOS

13. Una polea de 24 pul, conducida por una correa horizontal, trasmite potencia mediante un eje macizo de acero
a un piñón de 10 pul, el cual a su vez conduce un engranaje. La polea pesa 300 lb para proporcionar algún
efecto de volante. La disposición de los elementos, las tensiones en la correa, y las componentes de la ¡eacción del
engranaje sobre el piñón se muestran en la figura 9-13.
(a) Dibujar lo siguiente: cargas verticales, momentos de flexión verticales, cargas horizontales, momentos de

flexión horizontales, momentos combinados de flexión.
(b) Determinar el diámetro necesario del eje usando los valores del código para ejes comerciales y factores de

choque y fatiga, Kb - 2,0 y K¡: 1,5.

Resp. M¡(max) : 9600 lb-pul, M6(max): 16.350 lb-pul,

I 200 lb 1920 lb

15.

Flg. 9-13

A un eje soportado por cojinetes separados 36 pul se trasmite potencia por medio de una cor¡ea que se mueve
sobre una polea de 18 pul, la cual sobresale 10 pul del cojinete de¡echo. La potencia se trasmite desde eI eje por
medio de una correa que se mueve sobre una polea de 10 pul localizada en el punto medio ent¡e los cojinetes.
Las correas conducto¡as forman ángulo recto entre sí y sus tensiones están en ]a relación 3 a l, estando lirnitada
a 600 lb la tensión total en el ramal tirante de cualquiera de las correas.
(a) Hacer los diagramas de momentos.
(b) Determinar el diámetro necesario para el eje de trasmisión si es de acero SAE 104b (resistencia última a la

tracción 97.000 psi, línite elástico en tracción 58.000 psi). Suponer K6 : l,5y K¡ : 1,0.
(c) Calcula¡ la deformación por torsión en grados.

Resp. M¡(max) :2000 lb-pul, M¿(max) : 7520 lb-pul, d: L,64pul, 0o:0,377"

Un eje de acero de 60 pul de largo tiene aplicado un momento de torsión de 10.000 le-pul por medio de una polea
localizada en el centro del eje. Un engranaje situado en el extremo izquierdo del eje le aplica un momento de
torsión de 8000 lb-pul mientras un engranaje localizado g pul a la izquierda del extremo de¡echo del eje le apli-
ca un momento de torsión de 2000 lb-pul. Calcular Ia deformación angular del eje si su diámetro es de 2 pul
para una longitud de 36 pul desde el extremo izquierdo del eje y de 1,5 pul para el resto de su longitud. Despre-
ciar el efecto de cuñeros en el cálculo. Reso. 0.424"

Un tramo horizontal de un eje comercial está soportado por dos cojinetes separados b pies. Un engranaje acuña-
do, con evolvente a 20" y 7 pul de diámetro, está localizado 16 pul a la izquierda del cojinete derecho y es condu-
cido por un engranaje situado directamente detrás de é1. Una polea de 24 pul de diámetro está acuñada al eje
20 pul a la derecha del cojinete izquierdo y conduce una polea por medio de una correa horizontal colocada direc-
tamente detrás de ella. La relación de tensiones en la cor¡ea es de 3 a 1, con el ramal flojo en la parte superior.
Se trasmiten 60 hp a 330 rpm. Kb - Kt : 1,6.

(o) Hacer los diagramas de momentos, indicando los valores en los puntos de cambio.
(b) Calcular el diámet¡o necesario del eje.

(c) Calcular la deformación angular en grados.

Resp. M¡ (max) : 11.4il lb-pul, M5 (max) : 38.500 lb-pul, D : 3,?2pul, 0 : OpAn"
Un eje macizo y un eje hueco deben tener la misma resistencia en to¡sión. El eje hueco debe ser 109á mayor
en diámetro que el macizo. ¿Cuál se¡á la relación entre el peso del eje hueco y el del macizo? Ambos ejes deben

d : 2,83 pul

L4.

r6.

t7.

ser del misrno material. Resp. El eje hueco pesará 0,6 del peso del eje macizo



TRASMISION DE POTENCIA MEDIANTE EJES

18. El coeficiente de rozamiento entre el disco seguidor y Ia leva que se muestran en la figura 9-14 es 0,3. El mo-

mento de torsión necesario para girar la leva bajo estas condiciones es suministrado en el extremo derecho del
eje de levas. Si el eje de levas está hecho de acero SAE 1020 templado y normalizado para una resistencia últi-
ma a la tracción de 80.000 psi y un límite de fluencia de 56.000 psi, ¿cuál es el diámetro mínimo requerido de

acuerdo con el código de ejes ASME? Los factores de choque y fatiga seleccionados para las condiciones de car-

ga son K¿ : 2,0 y K¡ : 1,5. Despreciar el peso del eje y suponer que es continuo de cojinete a cojinete. Se

supone, además, que el momento de torsión máximo se presenta cuando el seguidor está en la parte superior

de su recorrido, donde se muestra en la figura 9-14. Resp d : 1,01 pul

Fis. 9-14 Fig. 9-15

19. Dos cojinetes separados 36 pul soportan un tramo de un eje comercial. Un engranaje de 500 lb, 30 pul de diá-

metro y evolvente a 20" está acuñado al eje, 8 pul a la derecha del cojinete derecho. Una rueda dentada de 12 pul
está acuñada al eje, 20 pul a la derecha del cojinete izquierdo. El peso combinado de la rueda dentada y de la
parte de la cadena tomada por el eje es de 210 lb hacia abajo. Suponer que no hay tensión en el ramal flojo
de la cadena. El engranaje recibe t hp a 210 rpm desde un engranaje localizado encima de é1. Cinco hp son to-
mados del eje en la ¡ueda dentada y el resto son tomados del eje mediante un acoplamiento flexible localiza-
do 6 pul a la izquierda del cojinete izquierdo. La figura 9-15 muestra una vista extrema de la disposición, tal
como se observa desde la derecha.

(a) Hacer los diagramas de mornentos, indicando los valores en los puntos de cambio.
(ó) Calcular el diámetro del eje, con base en su resistencia.
(c) Calcular la deformación angular en grados del extremo derecho del eje con respecto al izquierdo, bajo la

acción de las cargas, despreciando el efecto de los cuñeros y el aumento de rigidez por los cubos de la rueda
dentada y de la polea.

Resp. M¡ (max) : 2?00 lb-pul, Mb (max) : 4700 lb-pul, d : 1,86puI, 0: O,SSS"

2O. Un eje montado entre cojinetes separados 31 pies trasmite 13.ffi0 hp a 90 rpm. El eje pesa 14.850 lb, tiene un
diámetro exterior de 18 pul y un diámetro inte¡ior de 12 pul. Determinar el esfuerzo producido en el eje y la de-

formación angular entre los cojinetes. Considerar el peso del eje.

ResP. s, : 9920 Psi, B : 1,95"

21. La figura 9-16 muest¡a una disposición de un mo-
tor y un excitador con un piñón sobre el mismo eje.
El piñón conduce un engranaje colocado directa-
mente debajo de é1. El motor desarrolla 75 hp a 200
rpm. El excitador absorbe 5 hp y el resto sigue al
piñón. El motor y el excitador están montados so-
bre el eje por medio de un ajuste de presión, mren-
tras que el piñón está acuñado al eje.

Pa¡a esta unidad, icuál es el diámetro reque-
Ftg.916

rido del eje (usando un diámetro constante)? El eje debe const¡uirse de acero SAE 1035, el cual tiene una ¡esrs-
tencia última de 75.000 psi y un limite de fluencia de 48.000 psi. El ángulo de presión de los engranajes es 20'
y se usan dientes "stub". Despreciar concentraciones de esfuerzos debidas al ajuste de presión.

Hacer todos los diagramas de momentos, indicando los valores en los puntos de cambio. K6 : 7,5 y

Kt : t,s.
Resp. M¡ : 23.600 lb-pul, M¡ (max) : 69.200 lb-pul, s5 (perrnisible) : 13.500 psi, d : 3,81 pul

Roto¡ del excitado¡
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22.

TRASMISION DE POTENCIA MEDIANTE EJES

Un eje de 18 pies de largo y lf pul de diámetro gira a 500 rpm y tiene una potencia de entrada de 10 hp en un
ext¡emo' Desde un punto a 8 pies del ext¡emo mencionado se toman seis hp, mient¡as los 4 hp ¡estantes se to-
man del extremo opuesto. Usando G : 12 X 106 psi, encontrar la defo¡mación angular de un ext¡emo ¡ela-
tiva al otro, debida a esta carga. Resp. 0 : Z,+5.

Un eje macizo de 9 pul de diámetro se usa para conduci¡ la hélice de un barco de mar. Es necesario reduci¡ el
peso del eje en un 709á. ¿Cuáles deben ser las dimensiones de un eje hueco hecho del mismo material del eje
macizo? Resp. d6 : L5,771 pul, d¿ : 14,980 pul

24. Un eje tiene un diámetro constante y la distancia ent¡e los soportes (cojinetes) es 32 pul. Dos poleas acuñadas
al eje se encuentran localizadas ent¡e los cojinetes. Una polea, de 8 pul de diámetro y 20 lb de peso, está localiza-
da 8 pul a la derecha del cojinete izquierdo; la otra polea, cuyo diámetro es de 16 pul y cuyo peso es de 60 lb,
está localizada 22 p:ul a la derecha del cojinete izquierdo.

El eje gira a 900 rpm. Los ramales tirantes y flojos de las co¡reas son horizontales y paralelos. Veinte hp
son suministrados a la polea de 8 pul. La potencia se trasmite desde la polea de 16 pul a otra polea localizada
de modo que se produzca el momento de flexión mínimo en el eje, con los ramales de la correa horizontales,
como ya se dijo.

El esfue¡zo en la correa está limitado a un máximo de 300 psi. La relación entre el diámetro de la polea y
el espesor de la cor¡ea estri limitada a un mínimo de 30. Se usará un espesor de co¡rea de d nul. El coeficiente
de ¡ozamiento entre la correa y la polea puede tomarse igual,a 0,3.

El eje estri hecho de acero SAE 1035 laminado en caliente, para el cual la resistencia última puede tomarse
como 80.000 psi y el límite de fluencia como 49.000 psi. El eje está montado sobre cojinetes con un ajuste de
clase 2.

Las condiciones de carga son estacionarias, sin choque.
Dete¡minar el diámetro necesario del eje basado en resistencia, deformación en los cojinetes y velocidad

crítica. Despreciar el peso del eje y de las poleas en los cálculos por resistencia y deformación.
ftesp. Diámetro del eje : 1,5 pul con base en la ¡esistencia y de acuerdo al código ASME. Para este diámetro la

velocidad crítica es 272O rpm, la cual está por encima de la velocidad de operación en condiciones de segu-
ridad. La deformación esüítica bajo la polea de 20 lb es 0,0039 pul, y la defo¡mación eshítica bajo la polea
de 60 lb es 0,005 pul. Se requiere un diámetro del eje de 2,25 pul pa.ra prevenir excesos de defo¡mación en
los cojinetes con base en una ¡elación L/ D de 1,5.

23.



Capítulo 10

Diseño de acoplamientos

LOS ACOPLAMIENTOS se usan para conectar secciones de ejes o para conectar el eje de una má-

quina conductora con el de la máquina conducida. Esto permite una co-

nexión permanente, en contraste con los embragues, los cuales producen acoplamiento o desacopla-

miento, a voluntad. Los embragues se tratan en una sección diferente.

LA CLASIFICACION de los acoplamientos puede hacerse sobre la base de que los diseños sean rígi-

dos o flexibles.

(A) Acoplamientos

Como un acoplamiento de bridas, uno de compresión o un acoplamiento cónico. Es-

te tipo de acoplamiento es recomendable para velocidades bajas en ejes alineados con pre-

cisión.

(B) Acoplamientos flexibles:

Como un acoplamiento flexible Falk, un acoplamiento Oldham, un acoplamiento tipo
engranaje, un acoplamiento de rodillos o de cadena silenciosa, etc.

Los acoplamientos flexibles se usan:
(o) Para tener en cuenta pequeñas cantidades de desalineamiento no intencionales.

(b) Para suministrar un "extremo flotante", esto es, movimiento axial del eje.

(c) Para aliviar el choque, suministrando trasferencia de potencia por medio de

resortes o para absorber algunas de las vibraciones en el acoplamiento'

Los acoplamientos pueden clasificarse también de acuerdo a su uso, especificado por Ia relación

entre Ias líneas centrales de los ejes conectados:

(l) Las Iíneas centrales de los ejes son colineales.
(2) Las líneas céntrales de los ejes se intersectan. (Puede usarse una unión universal de uno cual-

quiera de los numerosos tipos existentes.)
(3) Las líneas centrales de los ejes son paralelas pero no colineales. (Puede usarse un acoplamiento

Oldham con su elemento central deslizante. Este tipo de acoplamiento debe evitarse en Io
posible con cargas pesadas, a causa del rozamiento debido al deslizamiento.)

Como los acoplamientos rígidos pueden trasmitir flexión en un eje, esto origina esfuerzos que

pueden producir falla por fatiga. Es deseable, por consiguiente, proporcionar buen alineamiento y locali-
zar el acoplamiento en donde el momento de flexión sea prácticamente nulo. Así, tanto los acoplamien-
tos rígidos como los flexibles, se analizan generalmente sólo para torsión.

Arrn cuando pueden comprarse acoplamientos normalizados por los fabricantes, el análisis y el

proporcionamiento de las diferentes partes ilustra el procedimiento del diseño aplicado a un elemen-

to particular de una máquina.

l3l
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PROBLEMAS RESUELTOS
l. Un acoplamiento rígido de bridas tiene un diámetro d" ?.999"- 2,002pul. Sobre un círculo de b pul de diámetro se colocan cuatro

pernos maquinados en orificios escariados. Si los pernos
están hechos del mismo material del eje, SAE 1080, el cual
tiene una resistencia última en tracción de 80.000 psi y un
límite de fluencia en tracción de b0.000 psi, determinar el
tamaño necesario de los pernos para que tengan la misma ca_
pacidad del eje en torsión. Referirse a la figura 10-1, donde se
muestra la mitad del acoplamiento.

Solución:

(o) La capacidad del eje, determinada del código ASME, se encuen_
tra de

D3 = 16 M*K*
Tss

la ecuación para un eje macizo sometido a torsión única.
E ntonces

que es

mente.

(2)3 =
16

(á)

7r(r4.400) (0,75)
Mth o M¡K¡ = 1?.000 lb-pul

donde s, es el menor de (0,18)s, : 0,18(80.000) : 14.400 psi
y (0,3)sn¿ : 0,3(50.000) : 15.000psi Flc. t0-ly la tolerancia por efecto del cuñeró bs 0,?5.

El acoplamiento puede diseñarse para choque y fatiga, K¿ igual a t, o (lv\IQ) puede dejarse como un pro-
ducto y mantenerse durante el análisis. Se obtiene el miJmo resultado final.

(c) El análisis de los pernos puede hacerse en diferentes formas:

(1 ) Suponer que los pernos están apretados a mano, y que la carga se trasfie¡e desde una de las mita-
des del acoplamiento a la otra por medio de un esfuerzo cortante unifbrme en el vástago del perno.

(2) Suponer que los pernos están apretados a mano, y que la carga se trasfie¡e desde una de las mi-
tades del acoplamiento a la otra por medio de un esfuerzo cortante máximo en el vástago del per-
no igual a 4/J del esfuerzo cortante promedio.

(3) Suponer que los pernos están suficientemente apretados de modo que la potencia se t¡asmite
desde una mitad del acoplamiento a la otra por rozamiento.

(4) Suponer que los pernos están apretados y que parte de la potencia se trasmite por rozamiento y
el resto se trasmite por corte en los pernos.

Es corriente suponer en (l) y (2) que todos los pernos comparten la carga proporcionalmente, para pe¡-
nos bien acabados y orificios escariados o talad¡ados. (Si los pernos se colocan en orificios holgados, es tam-
bién corriente suponer que la mitad de los pernos es efectiva.)

(d) Usando (1) arbitrariamente, lo que da el diseño más conservad.or,

MtKt = ss(+7rd2)(+Dsg)(n) o l?.000 : 14.400 <tn¿'¡tLx5)(4), y d : 0,88?put

donde s" : esfuerzo co¡tante permisible, psi

d : diámetro del perno, pul, (diámetro del vástago)

DSC : diámetro del círculo de pernos, pul

n : número total de pernos para orificios taladrados y escariados.

!N9ta. 
r cue ss. para el perno es el mismo obtenido del código de ejes ASME.) Usar, por tanto, un perno

de 3/8 pul o uno de 7/16 pul.

(e) Usando (2),MtKt = fs"1drrd2)(tDBC)@), delacual d:0,447 pul; puedeusarseunpernode?/16pul.

(/) El problema siguiente ilustrará una solución. utilizando (J).
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2. En el diseño de un acoplamiento rígido de bridas, es bastante frecuente suponer que los pernos se

aflojan con el uso y que la capacidad del acoplamiento se basa, en parte, en los esfuerzos cortantes

que se producen en los pernos. El efecto de apretamiento de los pernos, con el rozamiento como

b"." pur" la trasmisión de potencia, se desprecia normalmente. Sin embargo, el propósito de este

problema es evaluar la capacidad de un acoplamiento particular, con base en el rozamiento

Suponer un acoplamiento de bridas con las siguientes

especi ficaciones:

Número de pernos, 6

Diámetro de los pernos, j Pul
Carga inicial de los pernos, 5000 lb en cada uno

Diámetro interior de contacto, 7 pul

Diámetro exterior de contacto, 8 pul

Velocidad de rotación del acoplamiento, 300 rpm

Coeficiente de rozamiento, 0,15

Diámetro del eje, 2 pul

Material del eje: SAE 1045, normalizado, con resistencia última a

psr y límite de fluencia 45.000 psi'

Los pernos serán colocados en agujeros de gran holgura. Referirse a la figura

Determinar:

(t )

t r\

Solución:

La capacidad de momento de torsión, con base en el rozamiento, es (véase capítulo 14)

Mt Ff Rf 30.000(0,15)(3,75) : 16.900lb-pul

donde p : fuerza axial causada por Ia carga de Ios pernos : 30.000 lb

J¡ : coeficiente de rozamiento

Ftc. 1lF2

la tracción de 85.000

t0-2.

La capacidad máxima de potencia con base en que el deslizamiento se presenta

entre las caras de contacto.

Comparar la capacidad de potencia del eje con la capacidad por rozamiento. Suponer

condiciones de carga estacionarias y que el eje está sometido a torsión únicamente'

Rf : ¡adio de rozamiento +rffii =?(m) = 3,?bpur,

lo cual supone que la presión está distribuida unifo¡memente

Potencia por rozamiento

Capacidad del eje,

16.900(300)
80,4 hp

tI¡ ssrrDs/ lB 13.500(0,?5) nD"/ 16 : 15.900 lb-pul,

donde s" es el más pequeño ent¡e 0,18(85.000) : 15'300 psi v 0,3(45.000) : 13'500 psi'

Notar el factor 0,?5 que tiene en cuenta la concentración de esfuerzos.

Capacidad del eje
MtN 15.900(300)

= ?5,7 hp
63.024 63.024

(c) Para los datos dados, el acoplamiento tiene una capacidad de potencia mayor con base en el rozamrento

(80,a hp) que con base en la capacidad del eje (75,7 hp).

MtN

63.024 63.O24
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3. Los problemas 1 y 2 se ocupaban del diámetro de perno necesario para
trasmitir potencia a través de un acoplamiento de bridas. En este pro-
blema se tratan las proporciones necesarias para las diferentes partes de
un acoplamiento de bridas. Establecer las ecuaciones o relaciones nece-
sarias para determinar (o) el diámetro del cubo D¡7, (ó) espesor ú del
vástago, (c) espesor h de la brida. Referirse a la fizura 10-3.

Solución:

El diámetro del cubo se establece por medio de proporciones. El diámetro del
cubo debe se¡ alrededor de ffi a 2 veces el diámetro del eje. Así,

Dtl = ri Ds a 2Dg

El espesor mínimo de ú se basa en dos consideraciones: (i) Corte en el plato.
(2) Contacto entre el plato y el perno suponiendo que los pernos están apre-
tados a mano y están presionados contra el plato.

(l) Corteenelplato: La capacidad del plato se basa en el co¡te del
área menor, que ocurre en la unión del cubo y
del olato.

Flg. 10-3

D,,Mt= E@D¡ür o ¿ =
2Mt

;%FH
Generalmente, el valor de ü determinado de la ecuación anterior es muy pequeño y la dificultad de fundi-
ción hace necesa¡io usar un espesor mucho mayor que el calculado.

(2) Contacto del perno y el plato: La capacidad basada en el contacto es

(¿.1

(b)

2Mt

donde s, : Presión de contacto permisible para el perno o el plato (el que sea más débil), psi de
área proyectada

d : diámetro del perno, pul

DnC : diámetro del círculo de los pernos, pul

n : número de pernos efectivos, tomado como todos los pernos si se usan pernos bien
terminados en orificios escariados y tomado como Ia mitad del número total de
pernos si éstos están colocados en orificios holgados. Notar que esta hipótesis es arbi-
traria, pero da un resultado de diseño muy conservador.

(c ) El espesor de la brida se basa en proporciones y requisitos de fundición.

4. Un acoplamiento tipo Falk está acuñado a dos ejes de t¡asmisión de 1 pul (con s, permisible : 8000
psi para ejes no acuñados, 6000 psi para ejes acuñados), como muestra la figura 10-4. El eje gira a
950 rpm. Si la banda de conexión está a 1,50 pul del centro de los ejes, icuántos dobleces de 0,010
por 0,100 pul de acero (SAE 1045, templado en agua
y sacado a 600"F) se requieren? El elemento de co-
nexión debe tener el 959á de la resistencia del eje de
acuerdo con su capacidad de operación según el có-
digo ASME. ¿Bajo qué condiciones podría operarse
este acoplamiento a 13,5 hp? El acero SAE 1045
templado en agua y extraído a 600"F puede consi-
derarse que tiene una resistencia al fallar en trac-
ción de 150.000 psi y un límite de fluencia de
114.000 psi.

Solución:
(o) Capacidad del eje, usando ss : 6000 psi, con per-

miso para el cuñero:

M¡ = s"v/,s¡ 16 = 6000 zr( 13 ),/r 6 = 1180 lb-pul

Mr=s,q¿¿¡DBcn o t=,h sUdDrrn

Fic. 10-4
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(b) suponiendo que los dobleces eskín sometidos únicamente a corte, su capacidad es

135

l'l¡ = srthRyn o 0,95(1180) : (27.000) (0,0r0) (0,100) (1,5) (n)

donde ss : esfuerzo cortante permisible, tomado como 0,18 de la ¡esistencia última, como sugiere el

código ASME, o 0,18(150.000) : 27.000 psi

, : espesor de la banda de acero, 0,010 pul

ñ : altura de la banda de acero, 0,100 pul

R7 : radio del centro del eje al doblez

n : número de dobleces.

Resolviendo, n:27,6; usar 28 dobleces.

Para 28 dobleces, Ia capacidad es

M¡ = s"thR¡n : (2?.000)(0,010)(0,100)(1,5)(28) : 1140 lb-pul

.La capacidad sesura es = # = t:l:#iE = fi,2 hp. por tanto, puede operarse el acopla-

miento a 13,5 hp con posibilidad del 309á de sobrecarga.

5. Un acoplamiento universal (unión universal, o unión Hooke) se usa para conectar dos ejes que se

intersectan pero que no están necesariamente en la misma línea, como muestra la figura 10-5'

La velocidad angular del eje de salida no es igual a Ia velocidad angular del eje de entrada, salvo

que ambos ejes estén en línea. La relación de velocidades es

Ab,

Ntr.

cos 0
1 - cos2 d,sen20

donde Ns- : velocidad angular del eje conducido

Nr. : velocidad angular del eje motor
j : ángulo entre líneas centrales de los e¡es

d : ángulo del eje motor desde la posición donde los pasadores del yugo del eje

conducido están en el plano de los dos ejes.

Un momento de torsión de 360 lb-pul se aplica al eje 51 de una unión universal, en la cual St y

el eje de salida 32 están en el mismo plano horizontal.
(o) Determinar el momento sobre el eje 52 para Ia posición mostrada en la figura 10-5'

(b) Determinar el tamaño de los pasadores de la cruceta para un esfuerzo de contacto permisible de

2000 psi (por área proyectadÁ), un esfuerzo de tracción permisible de 20'000 psi, y un esfuer-

zo cortante permisible de 10.000 psi.

(c) CalcularelesfuerzocortantemáximosobrelasecciónE-E, lacualestáa2puldelejeY-Y'

Solución:

(o) Existen varias formas de determinar el momento de torsión sobre Sr. Un método consiste en examinar

la c¡uceta, aplicando las ecuaciones de equilibrio y determinando que las únicas fuerzas que pueden

aplicarse son Ias mostradas en el plano de la cruceta. Sea F cada una de las fuerzas sobre la cruceta. Las

componentes de tr', que actúan sobre 51, son Fcos20" y Fsen 20". El elemento de torsión sob¡e Sr debido

a 1ra acción de la c¡uceta es M¡ :360 : (,F cos 20')(2), de la cual F: 19f ,5 lb. El momento sobre el

eje S, es F(2) : (191,4)(2) :383 lb-pul. Nota¡ que, para la posición mostrada, 52 est.í únicamente

en torsión, mientras 51 estátanto en flexión como en torsión. Si el eje 51 se rota 90", S, estará únicamente

en torsión, mientras el eje S, estará sometido a torsión y flexión-

Un segundo método consiste en usa¡ Ia relación de velocidades angulares para obtener el momento

de to¡sión. Si no hay pérdidas por rozamiento la potencia que entra debe ser igual a la que sale' esto es,

rs. Ns. rs.Ns,

63.024 63.024
o TsrNs. =

Entonces para ?5 : 360 lb-pul, 0 : 20' v a : 90,
360/(cos 20) : 383 lb-pul, que es el momento de salida.

T^ tN^ cos d
-r2 '' 11 1 - COS2 A"enr1)

para la posición mostrada' se obtiene T5o :
Esto está de acuerdo con el análisis de fuer-zas'
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191,4 sen 20"

65,4 tb

f sen 20,

IY

Cruceta de conexión

<,Ñ.Y
Sección E-E

(b) El diámetro de los pasadores dependerá de la carga máxima, la cual se presenta en la posición mostrada.
La carga máxima en el pasador es 191 lb.

(l) Diámetro del pasador con base en el contacto, 
", = 4 = l.-b A +d'

(2) Diámetro del pasador con base en la f lexión: 
" = +, 20.000

I

(3) Diámetro del pasador con base en el corte trasversal: s. _-

d : 0,l8pul

Por tanto, el contacto impone el diámetro mínimo del pasador; qn diámetro de 7/l6pul puede usar-
se satisfactoriamente.

(c) EsfuerzomáximodecompresiónenrasecciónE-E,s = + -+ - (1?9r2)(r) * 95'a = 8Bb0psi.I A i,r")/tz irrl
Corte máximo : jteesOl = 442b psi

2ooo = $, a: o,B84pul

_ (lef ilrj¿l= -("/64)¡¡- ' d: o'29Pul

,*ü, loooo = r$rrl]!r,

Lgl,4 cos 20

F cos 20o
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6. Un acoplamiento rígido de bridas está montado con cinco pe¡nos en orificios escariados en una circunferencia

de diámetro 6 pul. Los ejes son de acero comercial (esfuerzo cortante permisible : 8000 psi; 6000 psi tomando

en cuenta el efecto del cuñero) y tienen f j| nul de diámetro. Determinar el diámetro normalizado del perno

para trasmitir la resistencia del eje, según el código ASME'
(o) sobre la base de que los pernos están flojos y el esfuerzo cortante está distribuido uniformemente.
(b) sob¡e la base de que los pernos están flojos y el esfuerzo co¡tante máximo en el perno es 4/3 del valo¡ medio'

El esfuerzo co¡tante admisible en el perno es 10.000 psi

Resp. (a\ d :0,270 pul, usar -fi lul. (b) d : 0,312 pul, usar f nul

Un acoplamiento de bridas conecta dos tramos de un eje comercial de 2 pul de diámetro. Las bridas están uni-

das por medio de cuatro pernos del mismo material del eje. Los pernos están colocados en orificios holgados' El

diámetro del círculo de pernos es 9,5 pul y el espesor de la brida es 7,/8 pul'

(o) Determina¡ el diámetro mínimo del perno requerido para trasmitir el momento de torsión que puede

trasmitir el eje.
(b) ¿Qué potenciá puede trasmitirse a 200 rpm bajo condiciones estacionarias de carga?

Bu.ai lo. cálculo" en Ia hipótesis de que las tuercas de los pernos pueden aflojarse durante la operación'

Resp. (o) Diámetro del perno : 0,398 pul; usar un diámetro de f nul of,n"l (b^a¡19^os en que el esfue¡zo

cortanf,e es uniforme). El diámetro del perno basado en el rozamiento es 0,0708 pul, con una preslon

de rozamiento permisible igual al doble del corte permisible. EI rozamiento no controla el diseño'

(b) 2g,g hp bajo condiciones estacionarias de carga (capacidad de momento de torsión : 9420 lb-pul)

g. Cada una de las mitades de un acoplarniento rígido de bridas con pernos ajustados, para un eje de diámetro D,

debe instalarse sobre éste por medio de una cuña cuadrada de 1,25 D de largo. Deben usarse cinco pernos sobre

una ci¡cunferencia de diámetro 5D. Suponer que el acoplamiento, los pernos, el eje y la cuña son del mismo ma-

terial.
(a) LCúl debe ser el diámetro d de los pernos, en función de D, para que el acoplamiento y el eje tengan la

misma resistencia en torsión?
¿Cuáles deben ser Ias dimensiones de la cuña, en función de D, si Ia cuña debe trasmitir la capacidad total

del eje de to¡sión?

Resp. (o) Con base en corte uniforme, d: 0,122 D Con base en que el corte máximo : 4/3 del promedio,

d : 0'147 D
(ó) Ancho : espesor : 0,236 D

g. Las dos mitades de un acoplamiento ajustado sobre ejes de acero de 4 pul están unidas con 6 pernos de 3/4 pul

colocados sobre orificios táladrados con holgura sobre una circunferencia de 10 pul. La resistencia última en

tracción y compresión del material del eje y de Ios pernos es 64.000 psi y la resistencia de fluencia es 48'000 psi'

Suponiendo que el esfuerzo permisible para el perno puede determinarse usando el código ASME' calcular la

poiencia que puede trasmitirse seguramente con esta combinación de eje-acoplamiento a 180 rpm. Suponer que

la carga de flexión sobre el eje es despreciable y que prevalecen las condiciones de carga estacionarias.

Resp Hp: 2lI (con 76.000 lb-pul de capacidad de momento de torsión para Ios pernos, utilizando una distri-

bución uniforme de esfuerzos cortantes y con 108.000 lb-pul de capacidad de momento de torsión para el

eje)

lO. Un momento li,lr :3ffi lb-pul se aplica al eje 51 de una unión universal. Determinar
(o) eI momento de torsión sobre el eje Sr,
(b) la fuerza sobre los pasadores de la cruceta,
(c ) las ¡eacciones A, B, C y D.
Referi¡se a la figura 10-5 y rotar el eje 51 90" a partir de la posición mostrada.

Resp. (o ) 348 lb-Pul
(b) 180 lb
(c) Fuerzaen A:0, en B:0, en C:41,1 lb, en D:41'1lb
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(figura 11-1(d)).

Capítulo 11

Guñas, pasadores y estrias

f,eS CUÑAS se usan para prevenir el movimiento relativo entre un eje y el elemento conectado a
través del cual se trasmite un momento de torsión. Aun cuando los engranajes, las po-

leas, etc, están montados con un ajuste de interferencia, es aconsejable usar una cuña diseñada para
trasmitir el momento total.

DE CUÑAS son la cuadrada (figura 11-1(o)), la plana (figura 11-1(ó)),
la cuña Kennedy (figura 11-1(c)), y la cuña tipo Woodruff

Fie. 11-1

El ancho de la cuña cuadrada o plana es generalm
parte del diámetro del eje. Estas cuñas pueden ser
das aproximadamente f Rul por pie. La figura 11

cuña con cabeza. Cuando es necesario tener movir
lativo entre el eje y la parte acoplada se usan cuñas I

t- b

ten normas ASME y ASApara las dimensiones de la cuñay de la
ranura.

EL DISEÑO DE CUÑAS CUADRADAS y PLANAS puede basarse
en los esfuer-

zos cortantes y de compresión producidos en la cuña como resultado del mo-
mento de torsión trasmitido. Las fuerzas que actúan sobre la cuña se mues-
tran en Ia figura 1l-3. Las fuerzas F' actúan como un par resistente para
prevenir la tendencia de la cuña a rotar en el cuñero. La localización exacta
de la fuerza F no es conocida y es conveniente suponer que actúa tangen-
cialmente a la superficie del eje. Esta fuerza produce esfuerzos cortantes y
de compresión en la cuña.

La resistencia al momento de torsión del eje ? puede aproximarse
por ? : Fr, donde r es el radio del eje. El esfuerzo cortante s" en la cuña
es

." = F =F, _ T-s bL bLr bLr

donde .L es la longitud de Ia cuña.

Ftg.lr-2

138

Ftg. l1-3
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El momento de torsión del eje que puede soportar la cuña, desde el punto de vista del corte, es

f" = ssóIr

El esfuerzo de compresión s^ en la cuña es

^ - F =--I-, - Tsc = A/DL= Wz)Lr= (t/DL,

EI momento de torsión del eje que puede soportar la cuña, desde el punto de vista de la compre-

sión, es

Tc = sc(t/z)Lr

Una cuña cuadrada puede soportar el mismo momento de torsión del eje tanto desde el punto de

vista del corte como desde el puntode vista de la compresión. Esto se prueba en uno de los problemas re-

sueltos igualando las dos ecuaciones del momento y usando la relación aproximada -s" = 2s" para

aceros dúctiles. Sobre la misma base, las cuñas planas más anchas que profundas fallan en compre-

sión, y las que son más profundas que anchas fallan en corte.

LOS PASADORES se usan en uniones articuladas que conectan dos barras cargadas en tracción o en

compresron, como se muestra en la figura 11-4(o). una carga excesiva F puede

hacer fallar la unión debido a cualquiera de los siguientes esfuerzos producidos:

l. Esfuerzo de tracción en la barra:

"ú=#
2. Esfuerzo de tracción en el área del ojo; véa-

se la frgura 11-4(b):

s¿ = G:66
3. Esfuerzo cortante .rr'"t o¡o debido al cíza'

llamiento; véase la figura 11-4(c):

ss=#rO^Aaprox.

4. Esf'uerzo de tracción Jr, "l a.." neta de ia

F
"t

5. Esfuerzo cortante en la horquilla debido al

cizallamiento:
Fss = l;(lu ¿¡

6. Esfuerzo de compresión en el ojo debido
a la presión de contacto del pasador:

F¡ ĉdb

7. Esfuerzo de compresión en la horquilla de-

bido a la presión de contacto del pasador:

sc = 
"r*

8. Esfuerzo cortaqte en el Pasador:

f_= 2F
"s A nd'

aprox.

(c)

Ftg. 11-4
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9. Esfuerzo de flexión en el pasador, basado en la hipótesis de que el
pasador está soportado y cargado como muestra la frgura 11_5. El
momento máximo,de flexión M¡ ocurre en el centro del pasador.
M6=Fb/B,l =nd4/A+, c = ¿t2". v

Mc 4Fbsb =;F

lO. Esfuerzo de compresión en el pasador debido al ojo: s^

ll. Esfuerzo de compresión en el pasador debido a la horquilla: s^

LAS CoNExIoNES CoN ESTRIAS, como muestra la figura 11-6 se usan para permitir el movi-

nectado. Las estrías son cuñas hechas ,"r.*.ji:"Jj;:i:':üil?1,::giJ:jJ: J"l"'""#J:irr;3;:;:
cuñeros son elaborados en el cubo para el ajuste requerido. Las estrías generalmente se hacen con ladosrectos o cortados con perfil de envolvente. Cuando existe movimiento axial relativo en una conexión es-tríada, la presión lateral sobre las estrías debe limitarse a cerca de 1000 psi. La capacidad de momento
de torsión de una conexión con estrías es

T = pArn

presión permisible en las estrías, < 1000 psi
área total de las ranuras, pul2 estrías, pul2
i@ - d)(tr)(número de estrías), pu12

D : diámetro del eje, pul
d : D - dos veces la profundidad de la estría, pul
.L : longitud del cubo, pul
rz : radio medio, pul

F
db

F
l;e

Fts. l1-ú

donde
p:
A:

Fls. ll-6
Flc' u-7

LoS PASADoRES CoNIcoS, similares al mostrado en la figura 11-T se usan frecuentemente para
acuñar los cubos a los ejes. El diámetro del extremo mayor del pasa-dor es generalmente alrededor de una cuarta parte del diámetro del eje. La capacidad de este tipo deconexión está determinada por las dos áreas de corte del pasador. El pasador de acuñamiento se usaalgunas veces como pasador de corte.
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Probar que una cuña cuadrada es igrralmente resistente en corte y compresión.

Solución:

Desde el punto de vista de la compresión una cuña puede soportar el siguiente momento de torsión:

Tc : tcQ12)Lr'
Desde el punto de vista del corte una cuña puede soportar el siguiente momento de torsión: % : tt : ó¿..

fuualando las dos ecuaciones del momento para establecer la misma resistencia en corte y compresión, y

suponiendo que sc = 2ss, tenemos Tc = Ts,2ss(t/z)L¡, y t : b(una cuña cuadrada).

2. Determinar la longitud de una cuña cuadrada, si ésta y el eje deben tener el mismo material y la
misma resistencia.

Solución:
El momento de torsión que puede t¡asmitir un^eje de diámetro d permitiendo una reducción del 25% debi-

da a la concentración de esfuerzos es ? : 0,75 zrd"s* /16. Igualando este momento al momento que puede so-

portar una cuña cuad¡ada desde el punto de vista del corte, tenemos

0,?5 7¡d3ss,/16 = ss ó¿ ¡

Remplazar d/4 por b y resolver para L : 1,18d; usa¡ tr : 1,25d.

3. Una cuña cuadrada debe usarse para acuñar un engranaje a un eje de 1-f pul. La longitud del cubo

del engranaje es2ipul. Tanto el eje como la cuña deben hacerse del mismo material' el cual tiene
8000 psi de esfueüo cortante permisible. ¿Cuál es la dimensión mínima de los lados de la cuña

cuadrada si se trasmite un momento de torsión de 3490 lb-pul?

fuualar la expresión del momento que puede sopoftar Ia cuña desde el punto de vista del corte a 3490 lb-pul
y resolver para ó.

rlbs" : 3490, (t,437512)(2,5)(b)(8000) : 3490, b : 0,243 pul.usarunacuñanormalizadacuad¡adade

4. Una cuña de I pul de ancho por f lul de profundidad debe trasmitir un momento de 6000 lb-pul

desde un eje 1j pul de diámetro. La cuña de acero tiene un esfuerzo permisible de tracción y compre-

sión de 16.000 psi y un esfuerzo permisible en corte de 8000 psi. Determinar Ia longitud requerida

de la cuña.

Solución:

Como la cuña es más ancha que profunda, falla¡á en compresión antes que en corte.

s"(tl2lLr ': 6000, (16.000)(0,3?5/2)(¿)(0,75) :6000, ¿ : 2,66 pul.

5. Si la cuña del problema 4 hubiera tenido 3,/8 pul de ancho Y I oul de

sido la longitud requerida para la misma carga y el mismo material?

Solución:
En este caso la cuña es más débil en corte que en compresión.

s" ó.Lr : 6000, (8000) (0,5) (¿) (0,75) : 6000, L : 2pri.

6. EI pasador de una unión articulada como la mostrada en la figura 11-4(o) está sometido a una

carga axial de 20.270 lb. Suponer que el espesor del ojo debe ser 1,5 veces el diámetro del pasador. Los

esfuerzos permisibles del material en tracción y compresión debidas a la flexión son de 9000 psi, y el

esfuerzo permisible en corte es de 4500 psi. El esfuerzo admisible de apoyo es de 3000 psi. Determinar
el diámetro del pasador requerido.

Solución:

Usa¡ .L : 2$ nul.

profundidad, ¿cuál habría

Verifica¡ eI pasador para flexión, (b) corte, (c) contacto
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(¿) Flexión: sb =
Mc _ (FL/8)(d/2)
I 7rd4/64

( 20.270 xr,5d /B)(d/z)
9ú0ú = --------------:-

n d* /64
d : 2,08 pul requeridas por flexión.

(á) Corte: s^ = l- = F 
=-s A 2nd2 /4,

45oo = g+. ,
2nd'/4

d : 1,7 pul requeridas por esfuerzo cortante.

%=*=o|,-, 3ooo=?#,'
d : 2,1pul requeridas por contacto. Usar d : 2f nul.

(c) Contacto:

Una conexión de estrías de una trasmisión de automóvil consta de 10 estrías talladas en un eje de 2d
pul de diámetro. La altura de cada estría es 0,214 pul y los cuñeros en el cubo tienen 1,75 pul. Deter-
minar la potencia que puede trasmitirse a2500 rpm si Ia presión normal permisible sobre las estrías
está limitada a 700 psi.

Solución:

Area total de las estrías : (0,214)(1,75)(10) : B,74pul2.
Momento : (3,74 x 700)(1,018) : 2ffi lb-pul. Potencia : (2660) (2500)/63.000 : 106 hp.

Una cuña Woodruff de$nul por 1 pu
1035 de lf nul de diámelio. La cuña se
de acero SAE 1035 estirado en fío (s,
de momento de torsión del eje de acueid
mento de torsión de la cuña usando un factor de seguridad de 1,5 basado en la resistencia a Ia fluen-
cia del material.

Solución:

cortante permisible para ejes es el más pequeño de 0,18 sr, ó 0,30 sn,. En este caso el esfuerzo
P s : 0,18(92.000) : 16.560 psi. Entonces, la capacidad de--omentdde torsión del eie. usandou 259á por el cuñero será

T : O,75nDssr116 : 0,757T(r,r875)3(16.560) /16 : 4100 lb_pul

La capacidad de momento de la cuña en corte, usando un área A" de 0,1?g pul2 sení

T (0.6) (78.000) l. 1875
= ss ásr = l"b (0,1?8)(---) = 3290 lb-pul

La capacidad de momento de to¡sión de la cuña en compresión sení (la cuña se extiende dentro del cubo t/2\

T .t. . 78.000 ,0,1875,,.,,1,1875 .= sc(Z)Lr = 1 1"5 ){ , )(t)(:2 ) :2900 lb-pul

Así, la capacidad de momento de torsión de la conexión está controlada por la capacidad de la cuña en
compresión.

8.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

g. La figura 11-8 muestra una unión articulada hecha de acero SAE 1020. Suponiendo un esfuerzo permisible en

tracción de 15.000 psi, un esfuerzo cortante permisible de 7500 psi, y una carga axial de 5000 lb, determinar:

(l) Una expresión algebraica para lo siguiente:
(o) Esfuerzo de tracción en la sección A-4.
(ó) Esfuerzo cortante en el pasador.
(c) Esfuerzo de contacto entre el pasador y la barra'
(d) Esfuerzo de contacto ent¡e el pasador y el yugo. F
(e) Esfuerzo de t¡acción a través del orificio en la bar¡a.
(/) Esfue¡zo de t¡acción a través del orificio en el yttgo.
(g) Esfuerzo de flexión en el pasador.
(h) Desgarre de la barra por el pasador.

(i) Desgarre del yugo por el pasador.

Resp. (a)\= 4F/nD2
(D) ss = 2F/nd2
(c) sc = F/dc

(d) s" = P¡2¿6

(e) q = F/Íc@-d)l
(f) q = Ftlzb<n-ai
(g) s¿ =  Fc/nds
(h) s, = P¡2""
(i) ss = Ftlet¡e"¡)

Flg. ll-t

(2) Dimensiones de las diferentes partes.
Resp.D:0,652pul,d:0,652puI,c:0,66pul,b:0,33pu1,m:1,306PuI,e:0,505pu1

lO. Algunas veces se usa una cuña como pasador de corte por razones económicas, en el caso de sobrecargas extre-

mas. Un eje hecho de acero SAE 1045 con una resistencia última en tracción de 97.000 psi y un límite de

fluencia en tracción de 58.000 psi es&í t¡asmitiendo máxima potencia en to¡sión. El eje tiene dos pulgadas de

diámetro. Una cuña no normalizada (para un eje de 2 pul) de I X $ nul debe usarse si es factible. ¿Qué lar-

go debe tener la cuña si debe tener el 609á de la resistencia máxima del eje? La cuña debe ser de SAE 1030 esti-

rado en frío, con una resistencia última en tracción de 80.000 psi y un límite de fluencia en tracción de 55.000 psi'

^Re.sp. dxdx3frul

11. Un engranaje deslizante trasmite un momento de torsión de 6000 lb-pul a un eje de 1| Rul de diámetro me-

diante una cuña def nul de ancho porfOul de espesor. Suponiendo que la cuña está hecha del mismo mate-

rial del eje y es tan 
-fuerte 

como é1, ¿cuái es la longitud del cubo necesaria? Notar que en este caso la longitud

del cubo no es igual a la longitud de Ia cuña.

ftesp. Longitud del cubo : 1,77 pul basada en'compresión

12. Una cuña cuadrada de I x j pul se usa para trasmitir potencia desde un eje de 2 pul a un engranaje a través

de un cubo. Un momenlo de-torsión de 15.000 lb-pul se aplica al engranaje. ¿Cuál es la longitud necesaria de Ia

cuña si la carga es estacionaria?,La cuña está hecha de ace¡o SAE 1035 laminado en frío con una resistencia úl-

tima a la tracción de 95.000 psi y un límite de fluencia de 60.000 psi. Usar el procedimiento de la ASME para

determinar los esfuerzos permisibles.
Resp. Longitud de la cuña : 1,?5 pul. Usar 2 pul ya que la longitud de Ia cuña debe ser por lo menos igual al

diámet¡o del eje para unas proporciones satisfactorias

13. Si una cuña y un eje estrin hechos del mismo material, determinar la longitud necesaria de la cuña para tener

iguales resistencias en el eje y en ésta. La cuña es rectangular, con un ancho de D/4 y una altura de 3D/16'

El eje está únicamente sometido a torsión.

Resp. Longitud de la cuña : 1,57D
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14.

CUÑAS, PASADORES Y ESTRIAS

Un engranaje acuñado a un eje de 2 pul debe t¡asmiti¡ un momento de to¡sión de 12.000 lb-pul en carga esta-
cionaria. Una cuña cuad¡ada a9 i x I pul con un esfuerzo permisible en corte de 9000 psi áebe usarse. ¿euétan larga debe ser la cuña? ¿Será satisfactorio para el eje un ace¡o SAE 1035 con un esfuerzo al fallar en tracción
de 80.000 psi y un límite de fluencia en t¡acción de 50.000 psi? Basar los cálculos en el código de ejes ASME.
ftesp. Longitud de la cuña : 2,6? pul. El eje estaría esforzado por debajo de su esfuerzo permisible de 14.400 psi

de acuerdo con el código

Dete¡minar la relación de las capacidades de potencia de los dos sistemas siguientes: Un eje de 1 pul de diáme-

:1"-t"l:na 
clna9"itf x 2pulvun ejede lpuldediámetrocon unpasadordef,luldediámet¡o. El

pasaclor cle acuñamiento es perpendicular a la línea central del eje y pasa a través de su centro. El factor de con-
centración de esfuerzos para el eje es el dado en el código ASME. El factor de concentración de esfuerzos para el
eje de 1 pul con un o¡ificio radial de d pul es 1,?5. Suponer que solamente se t¡asmite to¡sión y que el material
usado para el eje es el mismo de la cuña y el pasador.
r?esp. El eje con la cuña puede trasmitir el triple de Ia potencia del eje con el pasador

Una cuña Woodruff de j x ld pul hecha de acero SAE f03b estirado en frío (s, : 92.000 psi y s", : Tg.000
psi) se usa para acuñar una polea a un eje de lfi nul hecho del mismo materii. Usando un f""tol de seguri-
dad de 1,5 basado en la resistencia a la fluencia del material, determinar la capacidad de momento de torsión
de la cuña, en co¡te y en comp¡esión. El área es 0,296 pul2y la cuña se extiende 0,25/2pul en el cubo de lapolea. Calcular la capacidad de momento de to¡sión del eje de acue¡do con el código ASME.
.Resp. Capacidad de la cuña en corte : 80Zb lb-pul

Capacidad de la cuña en compresión : ZlT2 lb-pul
Capacidad del eje : 13.100 lb-pul

15.

16.



Capítulo 12

Tornillos de potencia y sujetadores roscados

LOS TORNILLOS DE POTENCIA suministran un medio para obtener gran ventaja mecánica en
aplicaciones tales como gatos de tornillo, abrazaderas, prensas

y actuadores de control de superficie en aviación. Ocasionalmente se usan en cambios de marcha para
aplicaciones tales como los taladros de empuje.

LOS SUJETADORES ROSCADOS incluyen pernos pasantes, tornillos de cabeza, tornillos de má-
quinas, tornillos prisioneros y una variedad de implementos es-

peciales que utilizan el principio del tornillo.

LA TERMINOLOGIA DE LAS ROS-
CAS DE LOS TORNILLOS se ilus-

f,ra en
la figura t2-1. La forma de la rosca se

describe ordinariamente en la sección
axial. [,as formas de rosca Acme y cua-
drada se emplean generalmente para
tornillos de potencia (Fig. 12-2). Para
sujetadores roscados, Ias roscas Uni-
fied y American standard tienen la
forma básica y las proporciones mos-
tradas en Ia figura 12-3. Esta forma
básica tiene el contenido máximo de
metal. Para diferentes tipos de ajuste
se hacen variaciones que tienden a re-
mover más material. Véase cualquier
texto corriente de diseño de máqui-
nas o cualquier manual de ingeniería
mecánica para tablas detalladas de
dimensiones normales, series de ros-
cas e información sobre clases de
ajustes.

h:0,5p+holgu¡a

Eje de la ¡osa interna

0 = t¿i"

Perpendiolar al eje

Fig. l2-l

I

nte
al cilindro medio

(cilindro primitivo)

Sección n-n
(Sección normal)l

Tangente al elemento
de rosca helioidal en

el radio medio, 4t

0,5487p -|- (0,17 X holgu¡a)

\\\\\'

\
0.6296p + 0,0052" N.\\\\\\\\\\

Cresta

Fls. 12-3

h:0,5pf0,01"

t45
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Paso es la distancia desde un punto sobre un filete hasta el punto correspondiente sobre el filete
adyacente, medida paralelamente al eje.

Avance es la distancia que avanzaría el tornillo relativa a la tuerca en una rotación. para un
tornillo de rosca sencilla, el avance es igual al paso. Para un tornillo de rosca doble, el avance es el doble
del paso, etc.

El ángulo de la hélice d está relacionado con el avance y el radio medio r, por la ecuación

tan d = Tf+".,',m
En algunos cálculos se usará el ángulo g, que mide Ia pendiente del perfil de la rosca en la sección

normal- Está relacionado con el ángulo 6 en ia sección axial y al ángulo de la hélice como sigue:

tan1n = tan d cos c

Nota: Cuando aparece cos 0n en las ecuaciones que siguen, se remplaza con frecuencia por cos d. Esto
da una ecuación aproximada pero, para los valores normalmente pequeños de g, no introduce error
apreciable.

EL MOMENTO DE GIRO Y

ga (o eleuando la carga):

T=
donde

LA CARGA AXIAL están relacionados entre sí mediante la si-
guiente ecuación para avance contra la car-

tan c + [/cos9nwl,t't t 1- f tand"/cse 6n I - f"r"l

I : momento aplicado para girar el tornillo o la tuerca, cualquiera que sea el que se esté
girando

V : carga paralela al eje del tornillo
rnr : radio medio de la rosca

rc : radio efectivo de la superhcie de rozamiento contra la cual se apoya la carga, Ilamado
radio del collnr

f : coeficiente de rozamiento entre las roscas del tornillo y la tuerca
f" : coeficiente de rozamiento en el collar
c, : ángulo de la hélice de la rosca en el radio medio

0n : ángtilo entre Ia tangente al perfil del diente (sobre el lado cargado) y una línea radial,
medido en un plano normal a la hélice de la rosca en el radio medio.

El momento requerido para avanzar el tornillo (o la tuerca) en el sentido de la carga (o des-
cendiendo Ia carga) es

n _, | -tan a + f/cos1. Ir = w 
L'*\T + ftand/cot%) 

* l"bJ

Este momento pgede ser positivo o negativo. Si es positivo, debe efectuarse trabajo para avanzar
el tornillo. Si es negativo, el significado es que, en equilibrio, el momento debe retardar Ia rotación, esto
es, la carga axial aisladamente producirá rotación (situación de taladro por empuje). Se dice en este
caso que el tornillo debe sobrecargarse, o que sufrirá arrastre.

LA EFICIENCIA DE UN MECANISMO DE TORNILLO eslarelaciónentreeltrabajodesali-
da y el trabajo de entrada.

100 tan 0
Vo

Eficiencia - 1oo(v) (Svance)', -2nT
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LOS ESFUERZOS EN LA ROSCA se calculan considerando que la rosca es una viga corta en vo-
ladizo proyectada desde el núcleo. (Véase figura 12-4.) La car-

ga sobre Ia viga se toma como la carga axial del tornillo W, concentrada en el radio medio, esto es en
la mitad de la altura h de la rosca. El ancho de la viga es la longitud de la rosca (medida en el radio
medio) sometida a la carga. Con estas hipótesis el esfuerzo de flexión en la base de la rosca es, muy
aprox im adame nte,

y el esfuerzo cortante trasversal medio es

s=w's 2n nr*b

donde n es el número de vueltas de rosca sometidas a la carga y ó es el

ancho de la sección de Ia rosca en el núcleo. Flt. l2-4

La imagen de los esfuerzos en la unión de la rosca y el núcleo es realmente muy complicada, y
Ias expresiones anteriores son apenas aproximaciones que sirven como guías en el diseño. En vez de

rm .et estas.expresiones, muchos proyectistas usan. r¿_pata el tornillo y r^ para la tuerca, lo cual es una
meJor aproxrmaclon ya que reconoce que Ia rosca de'la tuerca es menos propensa a robarse que la del
tornilJo.

LA PRESION DE CONTACTO entre las superficies del tornillo puede ser un factor crítico en el dise-
ño, especialmente para tornillos de potencia. Está dada aproxima-

damente por

p=w' 2nnr^h

Este cálculo es bajo porque (1) Ias holguras entre la raízy la cresta de las roscas interna y externa sig-

nifican que la carga no es soportada sobre Ia profundidad total h v Q) la carga no está distribuida uni-
formemente sobre la loneitud de la rosca.

LOS ESFUERZOS EN EL NUCLEO del tornillo pueden calcularse considerando que las cargas
y los momentos son soportados por el cilindro desnudo (des-

preciando el aumento de resistencia por efecto de la rosca). El esfuerzo cortante torsional es

2Tss = nrl"

donde r¿ es el radio de fondo del tornillo. ? es el momento apropiado, esto es, el momento de torsión al
cual está sometida la sección considerada. Este puede ser el momento total aplicado, el momento por
fricción en el collar únicamente, o el momento deltorníIlo solamente (total menos momentopor fricción
en el collar). Cada caso debe examinarse con cuidado para ver cuál se aplica.

El esfuerzo directo, que puede ser de tracción o compresión, es

Una modificación de la fórmula anterior se usa frecuentemente en los cálculos de los sujetadores rosca-

dos para tener en cuenta, aproximadamente, el efecto de aumento de resistencia producido por la rosca.
Básicamente la modificación consiste en suponer qle el cilindro tiene un radio mayor que el real. (Véase

el capítulo 13.) Entonces

Tanto las áreas de esfuerzo,
nuales.

w
nr?

sn =¿.""ak".^
como las áreas de base. se encuentran tabuladas en muchos textos y ma-
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. El tornillo mostrado en la figura 12-5 se opera por medio de un momento aplicado al extremo infe-
rior. La tuerca está cargada y su movimiento est¿i restringido mediante guías. Suponer que eI toza-
miento en el cojinete de bolas es despreciable. El tornillo tiene un diámetro exterior de 2 pul y una
rosca triple Acme, de 3 f,rletes por pul. El coeficiente de rozamiento de la rosca es 0,15. Determinar
la carga que puede levantarse con un momento ? de 400 lb-pul.

Solución:

donde:

r = w Í,, ! fff@* ***¡ + f"r" )

profundidad de la rosca : 0,18 pul

,n

tanü

0

tan0n

0n

Obsé¡vese que la diferencia entre 0nV 0 es tan pequeña que se hubiera podido utilizar

400 = r [0,e1 ¡ + ol P = 1290 lb

: 1,00 - o,r8l2 : 0,91 pul
avance 1.00

2rÍ rm 27I (0,91)

= 9,92.

= 14,5'para rosca Acme

= ltand)(cos d)
- (tan 14,5.) (cos 9,n') : 0,255

= 14,2"

paso = {
Avance = l"

Fr8. f2-5

0. Ento.,ces

2Tt n r*h 277

vueltas de ¡osca

CXo,91)(oJB) = 210 Psi

compartiendo la carga.

? requerido para avanzar un tornillo contra una carga VI4

2. ¿Debe sobrecargarse el tornillo del problema 1?

Solución:

El tornillo deberá sob¡ecargarse si el momento en la ecuación siguiente es negativo.

r = wu*,ffffffi¡+r"r")
Como /" - 0 paraesteproblema, ?seránegativo si (-tan a I flcos dr) esnegativo.
Del problema 1, tan o : 0,12b y f,/c<.,s0n: O,tS7o,S6g : 0,rb5; por tanto, el tornillo deberá sob¡ecar_

garse, esto es, para prevenir su rotación cuando se aplica Ia carga I;[/, debe aplicarse un momento de sostén.

3. Para el tornillo del problema l determinar la presión media de contacto entre las superficies del torni-
Ilo y la tuerca.

Solución:
v 1290P=

donden - 
longirg{Luerca :}r: a

4. Deducir la ecuación para el momento

Solución:
Con referencia a la figura 2-6, la fuerza normal total ejercida por los filetes de la tuerca cont¡a los filetes del

tornillo es -Fr. Esta está distribuida sobre la longitud y sobre la profundidad de la rosca, pero para el propósito
de este aruilisis puede considerarse concent¡ada en un punto en el radio medio del tornillo, r,
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Colla ¡
(No ¡ot¡torib)

Tuerca (Fija¡

\

t49

Momento de
¡ozamiento
del collar

To¡n i I lo
(Rotatorio)

Solución:

(o) El momento requerido es

v8
-Tnr"
S !,cos d,

\cos 0n

Flc. 12-6

El vector fuerza normal Fn aparece en su longitud verdadera en la sección normal, La componente Fn cos 0,
es tangente al cilindro primitivo y forma un ángulo a (ángulo de la hélice) con el eje del tornillo. La compo-
nente q? sen 0n es radial.

La fuerza de rozamiento es fFn, la cual actúa a lo largo de la hélice de la rosca.

Actuando también sobre el tornillo está la carga axial W, el momento de rozamiento del collar Wfrr, ! el
momento de torsión aplicado, ?.

La suma de las fuerzas paralelas al eie del tornillo da

W - Frcos d, cos (L + lFnsend, = 0

La suma de momentos alrededor del eje del to¡nillo da

f - hrn cosdnsena - fFnrm cosd - Wlcrc = 0

Eliminando fi entre estas dos ecuaciones se obtiene

r = wt,*rg!J!lg+¡ + t'^r,)'1-¡tan ü/cos0n' '(

5. Los siguientes datos se aplican a la prensa en C de Ia figura 12-7.

Rosca American Standard
13 filetes por pul (rosca simple)
Diámetro exterior : á pnt

Diámetro del núcleo : 0,4001 pul
Area del núcleo : 0,125? pul2

Coeficiente de rozamiento de la rosca : 0,12 (: f)
Coeficiente de rozamiento del collar : 0,25 (: f ")
RaCio medio del collar : 0,25 pul
Carya W: 1000 lb
El operario puede ejercer cómodamente una fuerza de 20 lb
en el extremo de la maniJa.

(o) ¿Cuál es Ia longitud necesaria de la manija?
(ó) ¿Cuál es el esfuerzo cortante máximo en el cuerpo del tornillo

y dónde se presenta?
(c) ¿Cuál es la presión de contacto P sobre la rosca?

6"

Flg. 12-?

w1,,( tan d + f/cos0n ¡ + frr")n' L-Í tand"/sssQ,

2Tt rn
donde r, : ü (0,5000 + 0,4001) : 0,225 pul, tan a : rllS : ñ ot'a

2 7r (0,225)
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Se toma 0n: 0 : 30'ya que el ángulo de la hélice es tan pequeño. Entonces

. 0.0544 + 0.1210.866? = 1000 lo,zzs <¡:ffi) + (0,25)(0,25) ]

: 43,8 (momento del tornillo) + 62,5 (momento del collar) : 106,3 lb-pul

Para desa¡¡ollar este momento con una fuerza de 20 lb, se necesita L : 106,3120 : 5,32 pul.

(ó) LasecciónA-djustamenteencimadelatuerca,estásometidaamomentodetorsiónyaflexión.Lasección
B-B, justamente debajo de la tuerca, está sometida a momento de torsión y a carga di¡ecta de compresión.
Es necesario verificar ambas secciones para el esfuerzo cortante máximo.

En A-A
Esfuerzo coúante torsional,

donde ? : 106,3 lb-pul (de lo anterior), r

Esfue¡zo de flexión, s¿

donde M¿ : (20) (6) : 120 lb-pul, " 
: ,,

Esfuerzo cortante máximo,

En B-B

Esta sección est¡í sometida al momento del rozamiento en el collar W 1"r". Por tanto el esfue¡zo cor-

= 49?0 psi

tante torsional es (wf"r")r¿ (1000) (0,25) (0,25) (0,200)

Tr (106,3) (0,200)
ss = / = oJ0r51 = 8470osi

: ,í : 0,200 pul, ¡ = tn r! = 0,002b1 pula

= 
Mb" - (120) (o,2oo)

/ 0,00126 = 19'100 psi

: 0,200 pul, I = +n ,f = 0,00126 pula

rlmax) = Vf á"rl' + s' : 12.?50 psi

s^ - 0,00251

El esfuerzo directo de comp¡esión es

El esfue¡zo co¡tante máximo es

"^ = 4 = =19,09= = ?eoopsi.-c A 0.1257

z(max) = \/ fir6o/D4 i4r1rD, = 63?0 psi

(c)

La conclusión es que el esfuerzo cortante máximo se presenta en la sección A-Ay es 12.750 psi.

D- w _ 1000 = 1090 psi
2n n r*h 27r (13) (0,225) (0,050)

donde n _ longitud tuerca 1

paso 
-: t1B: 13 filetes' v h : ró - rí : 0,250-0'200 : 0'050 pul'

6. Se propone construir un gato de tornillo de acuerdo con el esquema de
Ia figura 12-8. Ninguno de los tornillos gira. El diámetro exterior del
tornillo es 2 pul. La rosca es cuadrada (profundidad : j paso), sen-
cilla, y el coeficiente de rozamiento de la rosca se calcula que es 0,1b.
(o) ¿Cuál es la eficiencia del gato?
(b) ¿Qué carga puede elevarse si el esfuerzo cortante en el cuerpo de

Ios tornillos se limita a 4(n0 psi? Suponer que el momento de
torsión se aplica a la tuerca de modo que no se produzcan esfuer-
zos de flexión en el tornillo inferior.

Solución:
(o) Se pr€senta una acción diferencial del to¡nillo. En una vuelta de la tue¡ca

la carga es elevada una cantidad igual a la diferencia en filetes de los dos
tornillos.

D., {' na.o

Manivela

Ftg. l2-E
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Por tanto, el trabajo efectuado en una !'uelta es

Trabajo efectuado por vuelta : W (avance del tornillo superior - avance del tornillo inferior)

- r'(*- *l = v/8 lb-Pul

No existe rozamiento en el collar ya que no hay rotación en el tornillo al cual se aplica Ia carga.

El momento ?' requerido para girar la tuerca, con relación al tornillo es:

r' = wl,:f"".t' - .!!i""\ll = r fgl , o'ilt L9'l:-,tl : 0,230 wrb-pur (superior)
L .\1_/ ta¡-d.'/cosan,) L-- r - - (0,15)(0,118)/J

donde ,; = ,; = 1-# = ffort, tan a'= avance - 5/8 - 0'118
2n r* 27r(27/32)

Para girar la tue¡ca con relación al tornillo inferior se requiere el siguiente momento ?". Notar que en

este caso la tuerca avanza en la dirección de la carga aplicada a ella.

r" = wl,;( il = *11/ ,-o'9j10--19:l?, )-l : 0,0br wrb-pur (inrerior)
L \ ll LB\l | (0,15)(o.oelo)4

donde ,il = ,á' = r-* = $ o"', rand" = ffi= ##r: 0,0e10,

y se toma 0')-- 0" = oo.

Portanto el momentototal ?quedebeaplicarsea latuercaes ?: T'+ T":0,281 Wlb-pul

Eficiencia: = n#,'^4-at.l = 0,0?1 :7,r%

(b) El tornillo superior es crítico ya que está sometido al mayor momento y tiene la menor área en el núcleo
Existen un esfuerzo directo de compresión sc y un esfuerzo cortante de torsión ss que deben tenerse en

cuenta.
vwws^= _ i. - = -= =-----= o = ú,ir74!lL área base .rT rÍ 7T(Ll/16)'

donde r¿ : ro - profundidad de la rosca : 1- * = j* oUt

""=+ :o,452w

donde ¡ = ,í: # o"l J: Lrra : 0,3b0pu14, y T: T, de (¿) : 0,2BOW

Esfue¡zo cotante máximo, r(max) = I 6"/Zf + s!

4000 = V(0,6?4 wl2)2 + (0,452 w\2 o w : 7100 lb

7. Un implemento para limpiar válvulas, operado manualmente, se maneja forzando una tuerca ha-
cia abajo a lo largo del vástago que posee ranuras helicoidales, cuadradas en una sección axial. La
acción de sobrecarga rota el vástago y gira la válvula en su asicnto, bien sea mediante la punta de

un destornillador o mediante una cápsula de succión, de acuerdo al tipo de válvula. Suponer los
siguientes datos, adicionales a los mostrados en la figura 12-9.

Coeficiente de rozamiento / entre tuerca y vástago : 0,10.

Coeficiente de rozamiento /" entre válvula y asiento : 0,35.

Radio medio de rozamiento entre válvula y asiento : 1,0 pul.
Determinar el ángulo de hélice mínimo d que podría usarse bajo las condiciones supuestas.

Solución:
El ángulo de hélice debe ser por lo menos tan grande que asegure la acción de sobrecarga. Este valor será el

que hace ? : 0 en la ecuación

l5l
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r = wÍ-(###e, ")r trrf

rrf + r"frcos9,
r, cos 0n- r"l" I

(0,17)(0,1) + (1,0)(0,35)(1)
Entonces, tan a : = 2,72y a (min):69,8".

(0,1?) (1) - (1,0) (0,35) (0,1)

Radio primitivo (medio)
: 0,17 pul

Flg. l2-g

8. El portamangr-rito de la figura 12-10 se opera girando el volante para introducir el manguito en su
asiento cónico en el cabezal. Esto aprieta las cuatro piezas del manguito contra la pieza, aprisionán-
dola en su sitio. Suponer los siguientes datos:

Coeficiente de rozamiento entre el manguito y el asiento cónico : 0,20.

Coeficiente de rozamiento en el collar : 0,15.

Coeficiente de rozamiento de la rosca : 0,10.

Radio efectivo del collar, r" : 0,75 pul.
Rosca, 60' - V, diámetro exterior 1 pul, 0,84 pul de diámetro en la base y 16 filetes por pulgada.

Si cada parte del mangrito debe ejercer una fuerza de 100 lb contra la pieza, ¿cuál es el momento
requerido en el volante?

Solución:

Si se desprecia la rigidez de las partes del manguito, entonces un
esquema de cuerpo libre de una de las partes del mangrito será como lo
muestra la figura 12-11.

W es la fue¡za axial total sob¡e el manguito. P es la fue¡za normal
del asiento cónico cont¡a la parte del manguito. Pueden escribirse las
siguientes ecuaciones para el equilib¡io de las fue¡zas paralelas y perpen-
diculares al eje del manguito: , V

Wl4 : P sen 20" + 0,20P cos 20"

P cos 20" - 0,20 P sen 20" : 100

La solución simultánea da W : 243 ib. Esta es la fuerza axial oue debe
desar¡ollar el mecanismo de tornillo.

El momento de torsión requerido sobre el volante (tue¡ca del mecanismo de tornillo) es

T=W l'-{ ). 'u"]
donde ¡lr = 0,46O pul y tan ¿ =

avance
9n ¡ = #tfu:0,02,6

de /" V r" , se obtiene ? : 43 lb-pul.

manrJa

Usando además 0n : 0 : 30" y los valores dados

Flg. 12-11
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9. Calcular el momento máximo de torsión que puede aplicarse al apretar un tornillo de ,.e nul si el es-
fuerzo cortante en el cuerpo del tornillo no debe sobrepasar de 20.000 psi.

Diámetro exterior del tornillo : 0,Tb00pul.
Diámetro de la base : 0,6201 pul.
La sección de la rosca tiene 60o de ríngulo interno (d : 3tr). Filetes por pulgada : 10.
Radio efectivo de rozamiento bajo la tuerca, r^ : 0,50 pul.
El coeficiente de rozamiento entre Ia rosca y e:l collar se calcula que es 0,10.

Esfuerzo cortante máximo en el cuerpo del tornillo, z(max) : V(-áTIE

sú : esfuerzo directo de t¡acción == W Vftr = 
" oJrttoiz= 3'31 I7

T,,, T,,,
% = l- = 1-"* = 2r'35 r',Y

?' : momento del tornillo : momento en la llave - momento de rozamiento en el
collar.

r =wÍ,eryP;.o¿]Sin embargo,

Tomando gr, :

_ _ 0,7500 + 0,6201 avanóe _ L/LOtn = --4- :0,3425pu1, t^no: lñ;n = ,fffi:0,046b

Í : f" : 9,19, rc : 0,50 pul.

0 : W, t€nemos

r=w f,,**{#¿g;* )+ (0,50) (0,10)]

: 0,056 w+ 0,050 w:0,L06w

Entonces ss : 21,35 
"': 

(21,35)(0,056 W): 1,195 I,y.

Resolviendo para W en la ecuación de f (max), Iry : 9800 lb.
Así, el momento de torsión en la llave es f : 0,106 W: (0,106)(9800) : 1040 lb-pul.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

10. Los sigrrientes datos se aplican a la prensa mos-
trada en la figura 12-12.

Diámetro exterior del tornillo : j p"t.
Diámetro del núcleo : 0,4350 pul.
Paso (rosca simple) : 0,0500 pul.
R¿dio de rozamiento del colla¡ : 0,200 pul.
Coeficiente de rozamiento del collar : 0,15.
Coeficiente de rozamiento del tornillo : 0,15
Suponer que el operario puede ejercer có-
modamente una fue¡za máxima de 30 lb
sobre la manija.

Resp. (2\ (al 0 lb, 0 lb-pul
(b) 0 lb, 90 lb-pul
(c) 1000 lb, 30 lb-pul
(d) 1000 lb, 60 lb-pul

Radio
efectivo: 5"

(d)

Usando los datos que se

:f :0,15; r":0,625

(uo'Z

/H>

ll.

L2.

Fls. u-rz

Determinar (o) la fuerza de prensado desarrollada ent¡e las mandíbulas de la prensa
(b) la eficiencia de la prensa
(c) el mornento en el cuerpo del tornillo en la sección A-A

Resp. (a) 1905Ib, (b) 109;, (c) 57lb-pul

Deducir la expresión del momento de torsión requerido para avauzar un tornillo o tuerca en el sentido de la car-
ga (Sugerencia: Usar un esquema como el de la figura 12-6, pero invirtiendo el sentido del momento de roza-
miento en el collar ? y el sentido de la fuerza de rozamiento /Frr.)

La figura 12-13 muestra cuatro situaciones diferentes en lo que respecta a localización de la carga y aplicación
del momento. En cada caso la carga axial W es 1000 lb, el momento de torsión aplicado externamente es 90 lb-pul
y el momento de rozamiento en el collar es 30 lb-pul.
(1) Establecer para cada caso, el valor de la fuerza axial y el momento de torsión que debe usa¡se al calcular

esfue¡zos en el cuerpo del tornillo para una sección, justamente por encima de la tue¡ca.
(2) Lo mismo, pero para una sección, justamente por debajo de la tuerca.

Resp. (1) (¿) 1000 lb, 6o lb-pul
(b) 1000 lb, 30 lb-pul
(c) 0 lb, 90 lb-pul
(d) 0lb, 0lb-pul

No rotatorio

No rot¿to¡io

13.

(¿) (b) (c)
Ftg. l2-rB

Un perno de 1 pul está apretado para desa¡¡olla¡ una fuerza axial inicial de 10.000 lb.
dan a continuación, determinar
(o) el momento de torsión necesa¡io para aplicar a la tuerca
(b) el esfuerzo co¡tante máximo en el cuerpo del perno
Diámetro exterior del perno, 1 pul; diámetro del núcleo, 0,8376 pul; 8 filetes por pul; /^
pul. .Resp. (o) 1938 lb-pul , (ó) 12.650 psi

14. Usando los datos del problema 13, ¿cuál es el coefrciente de rozamiento necesa¡io bajo Ia cabeza del perno de mo-
do que no sea necesa¡io sostenerla mient¡as se ap¡ieta? Suponer el mismo radio efectivo de ¡ozamiento de la
tuerca. l?esp. 0,16
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15. En una vílvula de compuerta empleada en una línea de agua a alta presión, la compuerta pesa 1500 lb y Ia fuer-
za de rozamiento debida a la presión del agua que se opone a la apertura, es 500 Ib. El vástago de Ia váhr¡la no

es rotatorio y se eleva por medio de una rueda con rosca interna que actúa como una tuerca rotatoria sobre el

vástago de la válvula. La rueda se presiona contra un collar de soporte de lfnul de diámetro interiory 3 pul de

diámetro exterior. El vástago de la válvula tiene 3 filetes cuadrados (rosca sencilla) por pulgada. Suponiendo
que el coeficiente de ¡ozamiento para el colla¡ es 0,25 y para la ¡osca es 0,10, determinar
(o) El momento que debe aplicarse a la rueda para elevar la válvula de compuerta
(b) La eficiencia del mecanismo de tornillo y collar
( c ) El esfuerzo cortante máximo en el cuerpo del tornillo
Resp. (a) 818 lb-pul, (b) I\Vo, (c) 1215 psi

16. Un tensor de doble rosca se usa para tensionar un cable metálico. Las roscas son sencillas, una derecha y otra iz-
quierda, de sección cuadrada. El diámetro exterio¡ del tornillo es 1| pul y el paso es ! nul. El coeficiente de
rozamiento entre los tornillos y las tuercas es 0,15. ¿Cuál es el momento necesa¡io sobre é1 tensor si el cable debe
ser tensionado a 2000 lb? ,Resp. 618 lb-pul

Un tornillo de acero que conduce una tuerca de b¡once debe desa¡rollar una carga axial de 80.000 lb en una p¡ensa
de ext¡usión. El tornillo tiene un diámetro exterior de 4 pul y una rosca cuadrada sencilla (profundidad : j
paso) con un avance def rul. La longitud de la tue¡ca debe escogerse de modo que Ia presión de contacto entre
la rosca del tornillo y la tuerca no exceda de 2300 psi y que el esfue¡zo cortante sob¡e Ia rosca de la tue¡ca no ex-
ceda de 4000 psi. Determinar la longitud aconsejable de la tuerca. Resp. 6 pul (controla la presión de contacto.)

La figura 12-14 muestra un tipo de picaporte de una ventana. Suponiendo que los coeficientes de ¡ozamiento
son 0,3 y 0,2 sobre la rampa y el collar respectivamente, ¿qué fuerza F sobre la manija se requiere para desarro-
llar una fue¡za de 70 lb prensando la ventana? Besp. 10 lb

Fts. 12-14

t7.

18.

Unido a la ventana y

se mueve con ella



Capítulo 13

Pernos

LAS UNIONES CON PERNOS SOMETIDOS A TRACCION se encuentran corrientemente en
el diseño de sujetadores. El perno

está sometido a una carga inicial de tracción, Wr, seguida con frecuencia por la aplicación de una carga
externa, W2, como muestra la figura 13-1. La carga resultante lV sobre el perno se determina por medio
de

W = Wr+ Wt(
m1+m2+ms+..,Ímn

b+m1 +m2+mo+...+mn

W. + Wo( -! ,'¡'m+b
: carga inicial en el perno debida al apre-

tamiento. lb
: carga externa, lb
: carga resultante sobre el perno debida a

Wt V W2, lb
trtt, trlt y ¡n3 se definen como las deformacio-

nes en pul por lb de carga para los ele-
mentos sujetados con pernos, mt, rrtz y
rn3 . Estos símbolos se refieren a todas
las part'es en el conjunto, incluyendo el
empaque

m : Sürna de m, , m2, etc.
ó se define como la deformación en pul

por lb de carga para el perno.

o

donde Wr

V/2

w

It/

LA SEPARACION DE LA UNION
ocurrirá si Wz : W. La ecuación dada an-
teriormente es la de una línea recta de pen-
diente m/(m -t b) y ordenada al origen,
Wy La gráfica de esta línea, como la mues-
tra la figura 13-2, da un método rápido para
determinar cuándo se va a presentar separa-
ción de Ios miembros. La línea AC es la si-
tuación extrema de pendiente nula que se
presenta cuando los miembros no tienen
prácticamente ninguna deformación por lb
de carga en comparación con el perno, es-
to es, mf b : 0. La línea AB representa la
situación extrema en que el perno no tiene
prácticamente ninguna deformación por lb
de carga en comparación con los miembros,
esto es, bl^ : 0. La situación real se pre-
senta entre estos extremos, como indican las
líneas AD y DE. 

I

q)

o
0)
,r

b0

a

20.000

16.000

10 000

lA
I

m _^
m+b

F|s. r3-r

La separación se presen-

la cuando la línea de car,
ga se extiende a este con-
torno a 45o

I

;

r-
,6¡

Wr(Carga inicial)

N

Wr(Carga externa)
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Fig. 13-2
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LA TENSION INICIAL DEL PERNO debida al apretamiento puede resultar del uso de una lla-
ve de torsión o puede depender del juicio de un mecániccr

experto. Los resultados experimentales indican que la carga inicial Wt en un perno apretado por un
mecánico experto puede calcularse por

Wl = Kd

donde d : diámetro nominal del perno y K vatía entre 10.000 v 16.000.
Si se usa una Ilave de torsión para apretar el perno, el valor de la carga inicial W1 puede aproxi-

marse'or w :r,lo,2d

donde ? : momento de apretamiento aplicado y d : diámetro nominal del perno. La ecuación an-
terior se obtiene usando Ia ecuación del momento del tornillo (capítulo 12), despreciando el ángulo de la
hélice, suponiendo un coeficiente de rozamiento de 0,15 para las roscas y la tuerca, y suponiendo
que el radio de rozamiento del c<¡llar de la tuerca es aproximadamente 213 deI diámetro primitivo del
perno. Para roscas bien lubricadas, la tensión inicial del perno puede llegar al doble de la indicada por
las expresiones anteriores. El uso de la ecuación del momento del tornillo se prefiere a Ia aproximación
anterior.

La carga inicial en el perno puede calcularse también de la expresión teórica

? : momento de la rosca * momento del collar = Wtr,(
tanc+ f/cos0n ) + W'Lt

1 - / tan d./cos 0n

donde rm : radio rnedio de la rosca, pul

f : coeficiente de rozamiento de la rosca

f " 
: coeficiente de rozamiento del collar

d. : ángulo de la hélice

0- : ángulo de la rosca

rc : radio de rozamiento del collar, pul

I

L-

LOS ESFUERZOS PRODUCIDOS EN PERNOS SOMETIDOS A TRACCION son eI Tesul-
tado del corte

torsional combinado con Ia carga axial resultante en el perno. El esfuerzo cortante máximo en un per-
no en tracción ouede calcularse oor

r(max) = rl <Wr/Z,qr)2 + (I6ff/dif
donde r(max) : esfuerzo cortante máximo en el cuerpo del tornillo, psi

Ar- : área del núcleo, pul2

I¡ : momento de la rosca, lb-pul

dr : diámetro de la tosca elr el núcleo, pul

V : catga axial resultante en el perno, lb

Para un diseño menos conservador A, y d, pueden remplazarse por A, y d5 basándose en el área de es-
fuerzos A, la cual es un valor medio del área obtenida con el diámetro primitivo promedio y el área ob-
tenida con el diámetro menor promedio, para tolerancias de la clase 34 y ds : "/48;7fEn general, para cargas estáticas, el esfuerzo cortante máximo producido en el perno no puede ex-
ceder de cerca de 3/4 del valor de la resistencia a la fluencia en corte del material; sin embargo, algu-
nas veces, especialmente en el caso de pernos pequeños (|nul v menc¡s), se excede el punto de fluencia.
Para cargas variables el perno debe diseñarse para f'atiga. Debe observarse que corrientemente los per-
nos pierden su esfuerzo de torsión ini<:ial cuando están sometidos a cargas dinámicas. Esto es debido al
hecho de que la cabeza del perno y/o la tuerca se devuelve si la resistencia por rozamiento en el collar
es insuficiente.

LOS ESFUERZOS POR IMPACTO resultan cuando los pernos se someten a cargas aplicadas re-
pentinamente o cargas de impacto.

U = ¿TE
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donde F : fuerza causada por impacto, lb;D : deformación causada por impacto, pul; U: energía
de impacto, lb-pul.

LA ALTURA REQUERIDA PARA LA TUERCA puede calcularse suponiendo que cada vuelta
de la rosca soporta una parte igual de la carga

resultante W, como muestra la figura 13-3.

La resistencia del perno en tracción debe ser igual a la
perno en tracción, 14t : lndfstl pata la rosca en corte,

", = !"¿ Entonces

irdi = lnd.h o

resistencia de Ia rosca en corte. Para el
l$ : ndrhs5 i para materiales dúctiles,

h = idr

Flg. l3-4

Fic' 13-3

La hipótesis de que cada filete de la rosca comparte proporcionalmente la carga no es verdadera.
Como la tuerca está bajo compresión y el perno bajo tracción, Ia carga se desplaza hacia los filetes infe-
riores de la tuerca. Para pernos con cargas muy grandes, se usan algunas veces tuercas especiales para
obtener una mejor distribución de la carga, como muestra la figura 13-4.

LA RESISTENCIA A LA FATIGA DE UN PERNO depende de las cargas máximas y mínimas
a las que está sometido. Cuando la carga

externa W2 es fluctuante, la carga inicial del perno W1 debe ser suficiente para prevenir la separación,
con un factor de seguridad razonable. La separación estaráa punto de ocurrir cuando la carga externa W,
sea igual a la carga resultante en el perno W. Entonces

m\

^*b'

W2 = Wt + wr<-! ,1m+ b

para prevenir la separación. Cuando no ocurre separación, lao sea que W1 debe ser

carga puede variar entre

Wr(l -
Wty Wt * W"f 4-1.''mrb

LA CONCENTRACION DE ESFUERZOS EN LA RAIZ de una rosca ordinaria corriente es al-
ta. Los ensayos fotoelásticos mues-

tran factores de concentración de esfuerzos estáticos hasta de 5,62. Esto puede no ser muy grave para
pernos hechos de materiales dúctiles cuando están sometidos a cargas estáticas. Sin embargo, se ha en-
contrado que el factor de concentración de esfuerzos disminuye el límite de fatiga de las roscas ordina-
rias corrientes en factores que varían de 2 a 4. Así, el esfuerzo fluctuante en un perno roscado debe mul-
tiplicarse por un factor conveniente de concentración de esfuerzos.
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Deducir la ecuación de la carga resultante en un perno Wen función de la carga inicial W1 y de la
carga externa aplicada Wz.

Solución:
Conside¡emos dos elementos unidos por medio de pernos. La figura 13-5 muestra los elementos y el perno

como cuerpos libres sólo con Ia carga inicial de apretamiento W1. La figura 13-6 muestra los elementos y el perno

como cuerpos Iibres después de la aplicación de la carga externa VVz. Notar que el canbio en la longitud del perno

es igual al cambio de los elementos, si no existe separación de las partes. Entonces

tA¿)u = (A¿)1 +(LD2
(w - W)b = lw" - (W -wz))nl + lWt - (w -w)fm2

o w = wt + w,(.11+ T2 ', = w¡ + b(-4
D 't tttl't' ttt2' ^ rt)

donde los símbolos son Ios mismos dados previamente. (Nota: la carga se supone aplicada al perno.)

(w -we)

(w -Wz't.

2.

Fls. 13-ó Flg. 13-6

Un perno se usa para sujetar dos elementos como muestra Ia figura
son del mismo material y tienen igual área en su sección trasversal.
terna W, se producirá separación si la carga iniciai de apretamiento

Solución:
Como los elementos unidos y el perno son del mismo material y tienen Ia misma sección trasversal, tienen

larnismadeformaciónporlbdecarga. Así, m: b y W =Wt*Wr(h) =Wr+LWz.
Ocurre separación cuando W: W2; entonces I,y2 : 5000 * L"Wr: f0.000 lb antes de que se produzca

separación.

Flc' 13-7

13-7. Los elementos y el perno
Determinar bajo qué carga ex-

ft es 5000 Ib.
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3. Varios elementos se unen entre sípor medio de pernos en forma tal que la defbrmación por lb de car-
ga para los elementos es la misma que para el perno, esto es m : b o m/(m + b) : j. Usando Ia
figura 13-2 determinar gráficamente lo siguiente:
(a) ¿Cuál es la carga exte¡na que debe aplicarse al perno para producir la separación de los elemen-

tos, si Ia carga inicial de apretamiento sobre el perno es 10.000 lb?
(b) ¿Cuál es la carga resultante en el perno para una carga externa de 12.000 lb?
(c) ¿Cuál es la carga resultante en el perno para una carga externa de 24.000 lb?

Solución: Referirse a la figura 13-2.

(a) Ocurre separación en el punto D para el cual una carga externa Wi: 20.000 lb justamente causará Ia se
paraci ó n.

(b) Para una carga externa Wz : |2.OOO lb, la carga ¡esultante en el perno es W: 16.000 lb.
(c) Para una carga externa W2 : 24.0OO lb, la carga resultante es W -- 24.000 lb (ha ocurrido separación).

4. El conjunto mostrado en la figura 13-8 se ha cargado previamente apretando la tuerca de modo que
el perno tiene una carga inicial de 1200 lb. Si la relación entre la deformación por lb de carga en el
elemento y la deformación por lb de carga en el perno es l/3, ¿cuál es la magnitud de la carga en el
perno cuando se aplica una carga externa W2: 2000 lb en la forma indicada?

Solución:

Como mlb : rl3, W = Wt+Wz(4-) = Wt+ [W, -- LZOO + +(2000) = 1?00 lb.
m+D

Como W2 > W, los elementos se han separado y la carga final sobre el perno es 2000 lb.

Flg. 13-E Fls. 13-9

5. La tapa de un recipiente a presión de hierro gris, mostrada en la figura 13-9, se mantiene en su sitio
por medio de diez pernos de acero de j pul que tienen una carga inicial de apretamiento de 5000 lb
cuando el recipiente está a 70'F y la presión inicial es la atmosférica. Determinar la carga en cada
perno (o) si la presión aumenta a 200 psi, (ó) si el recipiente se calienta a 25OF con presión interna
atmosférica, (c) si el recipiente se calienta a 250'F con una presión interna de 200 psi.

E para el acero : 30 x 106 psi, para Ia fundición de hierro gris : 12 x 106 psi, para el
cinc : 12 x 106 psi.

Coeficiente de dilatación lineal para el acero : 6,6 x lo-87.p, para la fundición de hierro
gris : 5,6 ¡ 10-o/"F, para el cinc : 17,8 ¡ 10-e/.F.

Solución:

(o) El área de la sección trasversal de la pestaña y el empaque de cinc por pe¡no es

e = |a<nn,ü = l,('jfrrtr: rz.epurz

Area de la sección trasversal de un perno de j pul : 0,tg6 pulg2.

Así, área neta para el cinc y la aleta de hierro : 17,9 - 0,196 : 17,? pul2/perno.
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pul de deformación por lb de carga

l6l

De s = +t =i AL
, tenemos 7 = AE

(L /.4 E) 
"in"

(L /AE) Hc

(L /AE)p.,no

_ 2,0- (1?,7) (12) (106)

- 2,25
(0,196) (30) (108)

I
lsbo)lioal-

-l

1ñ6t(10-"t

I= {z,oz¡iro"¡-
pul/lb carga

pul/lb carga

pul/lb carga

rl
reb0xroul 

* 
troolttoul 

pul/lb carga'

*F,#, = 4o2o lb po¡ perno,

(AL)"in" debida al cambio

(AL)nc debida al cambio

(AL)p"^o debida al cambio

1

(2,62) (108)
pul/lb carga,

m

m+b
1

31m=

Wz= tr = 5000+
4020

JJ

(b)

(AL )"in" + (A¿ )HG
180 t¿.4b + n.2)
106

180 (ts.05l o,-,1
106

, (AL)*.no : (AL)etementos. (Al)o".no aumenta¡á tanto por un aumento en ternperatura como por un
aumento en la carga. Sea tVi la nueva ca¡ga en el perno; recordando que W1 : 5000 lb.

.^r. (180)(14'9)
( aL ) pe.no = r ---10 t

(AL)","-"nur" tende¡á a disminui¡ por un aumento en la carga, pero tenderá a aumentar po¡ un au-

mento de temperatura; así

Haciendo (Al)p"rno : (AL) 
"l"."nto" 

se obtiene Wl: 5360 lb. Esta es la trueva carga inicial en el

pe¡no.

(c) Después de la aplicación de la presión externa la carga ¡esultante en el perno setá W: 5360 + 40nl37 :
5469 lb.

6. Un perno largo de acero, 12 UNC, de I pul por 10 pul está sometido a una carga de impacto. La

energía cinética que debe absorber es 35 lb-pul. (o) Determinar el esfuerzo en el vástago del perno si

no existe rosca entre la tuerca y la cabeza del perno. (b) Encontrar el esfuerzo en el vástago si su área

se reduce al área de la raiz de la rosca.

Solución:

(a) La energía de impacto se absorbe por el alargamiento del vástago del perno, que tiene un área de 0,196 pul2'

(2)(0,196)(30)(106)(35) 
= 6400Ib (carsa de impacto)

10

El área enlaraíz es A¡ : 0,1257 pul2. El esfuerzo con base en esta área es s : 64O0/0,1257 : 50'900

psi. En este valo¡ se ha despreciado Ia concentración de esfuerzos.

u = ts = i,h, = * " , = l-utt =
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Esto ilustra cómo el esfuerzo debido al impacto puede reducirse haciendo el diámetro del vastago
igual al diámetro en la raíz de Ia rosca. Los esfuerzos de irnpacto pueden reducirse también aumentando
la longitud del perno.

7. Un perno de 1", 8NC-2 tiene 15 pul entre los elementos pernados. Se aprieta a una carga inicial de
10.000 lb. Suponer un coeficiente de rozamiento para la rosca y el collar de 0,625 pul. (o) Determi-
nar el momento de torsión necesario que debe aplicarse para apretar la tuerca, usando la ecuación
teórica del momento en la rosca de un tornillo. (b) Determinar el esfuerzo cortante máximo en el
perno.

Solucién:
dn = 0,9233"

rn, = 0,46t7"
(o) Para la rosca especificada 

do-- l"
di = o'uae"

(b) Si se reduce el diámetro al de la raí2.

T:

Obsérvese que la parte del
por el collar es 938 lb-pul

:51401b y " ffi - 40.e00psi

tan d =3f3n9s= -gTdm 4rtu,Yzfi = o'043r2

I
J = 1080 + 938 : 2018 tb-pul.

rosca es 1080 lb-pul y la absorbida

'r(max) = V88?52+ 905oz : 12.?00psi.

ro,ooo[0,+orz r
0,15/0,866 + 0,04312 ) + (0,625)(0,15)

I (0,15)(0,04312)/0,866

momento de torsión aplicado absorbida por la

(b)s" =#ffi : r??bopsi, '"r= ffiffi : eo5opsi, y

8. Deducir una expresión para el esfuerzo máximo pro-
ducido en el alma de un perno horizontal cuando la
cabeza se somete al impacto de un peso concéntrico
17 con una velocidad Z Despreciar la flexión debida
a W y la concentración de esfuerzos. Ver la figura ad-
junta.

Solución:

La energía cinética del peso móvil debe absorberla el
perno por impacto. Usando lb, pul y segundos, Flg. 13-10

t -- Vtl WWgAL psi (tracción)Lttv' = trp6, W/ñv2 = (sl) GLn),

9- La carga externa aplicada a una unión con pernos fluctúa entre cero y 1600 lb. La relación entre la
deformación en pul por lb de carga para el perno y la de los elementos es 3. El límite de fatiga s"
del material del perno en carga axial con inversión es 30.000 psi y el Iímite de fluencia es 50.000 psi.
El área enlaraíz de la rosca es 0,1257 pul2. Suponer un factor de concentración cle esfuerzos K¡ : 2.5
y un factor de seguridad N : 2 basado en la resistencia a la .fluencia del material. En eéte caso
K¡ incluye los efectos de superficie y tamaño. Determinar:
(a) La carga inicial de apretamiento mínima que debe aplicarse para prevenir la separación.
(ó) Elesfuerzomedio, snl,yelesfuerzovariable, sr,conbaseenlacargainicialdeterminadaen(a).
(c) Hacer el diagrama de esfuerzos de trabajo de Soderberg para el material y determinar si el perno

está seguramente cargado con base en la carga inicial determinada en (o).
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Solución:

(o) Wt 2- Vr¡- T -¡
m+D

para prevenir la separación, aond" ;ft = ! . Er-,ton"..

F1(min) = 1600(1 -ü) = 1200 lb

(b) Z(max) =

F(min) =

wn

wu

sn

Kfq'

1200+160014:r600lb
1200 + 0 : 12001b

1400 lb (carga media)

200 Ib (carga variable)

I40OlO,l257 : 11.150 psi

2,5(2folo.r257) : 3980 Psi

(c) La suma del esfuerzo promedio y del varia-
ble se indica en el punto A de la figura
13-11. Como el punto A cae por debajo de la
línea de esfuerzo de trabajo, el perno está
cargado seguramente. Notar que el facto'r de

concentración de esfuerzos se aplicó única-
mente al esfue¡zo variable, y no al esfuerzo
promedio el cual puede considerarse estático.

Flg. 13-11

PROBLEMAS PROPUESTOS

lO. La tapa de un recipiente a presión se mantiene en su sitio por medio de diez pernos UNC de fi". La presión

es 200 psi y el área efectiva de la tapa expuesta a la presión es 314 pul2. La relación entre las rigideces de los

pernos y las partes unidas es d, donde la rigidez se define como pul de deformación por lb de carga' Cada

perno está apretado inicialmente a 6000 lb, antes de aplicar la presión. (¿) ¿Se separará la unión como resul-

tado de la carga debida a la presión interna? (b) Si la unión no se separa, determina¡ el esfuerzo de tracción

en cada perno, debido a la carga axial. Resp. (a) Los miembros no se separan. (ó) s: 33.000 psi

11. Un cilindro de aceite mantiene sus extremos en ei sitio por medio de cuatro pernos pasantes, cada uno con un

área de 0,2 pul2 y apretando con una carga inicial de 3000 lb. El área trasversal del cilindro es 2 pul2. La longi-

tud efectiva de los pernos y el cilindro puede tomarse como la misma, e igual a 18 pul. Considerando rígidas

las placas extremas, determinar la carga en cada perno si se aplica una presión interna que produce una fuerza

de 6000 lb sobre la cabeza y ei pistón, en la posición donde la biela está completamente extendida. El material

del perno y el cilindro es acero SAE 1030 con una resistencia última de 80.000 psi y un límite de fluencia de

50.000 psi Resp 3430 lb

12. Un perno pasante de acero 10-UNC-2A, de u9", se emplea para apretar dos placas extremas contra un cilindro con

un d.e. de 4 pul y un d.i. de 3 pul. La fueráa inicial de apretamiento en el perno es 12.000 lb. El área en la taiz

del perno es 0,3020 pul2. Ensayos hechos sobre una máquina de compresión para medir la flexibilidad del cilin-
dro y las placas extremas, sin el perno, muestran una deformación de 0,001 pul como resultado de una carga

de 32.000 lb. Si se aplica una presión interna con aceite de 3000 psi dentro del cilindro, ¿cuál será la carga del

perno? Resp. 2O.3441b

13. Una cabeza de cilindro de hierro gris se sujeta a un cilindro de 20 pul (diámetro interior) por medio de 8 pernos.

Considerar que el perno es extremadamente flexible en comparación con las partes unidas. Pa¡a una presión

sn = 11.150 Psi
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inte¡na de 200 psi, ¿cuál sería la fuerza axial sobre cada perno, si los pernos fueran apretados justamente hasta
el punto de prevenir la apertura de la unión bajo una presión de 300 psi? Resp. 11375 lb por perno

un perno se usa para sujetar dos placas con un empaque entre ellas. se sabe que la
relación entre la deformación del perno por unidad de carga y la deformación de
las partes unidas por unidad de carga es d. ¿Qué porcentaje de la carga aplicada a
las placas se añade, por perno, a la carga inicial de apretamiento? Suponer que las
placas no se separan bajo la carga.
Besp. El 809á de la carga aplicada va al perno

Deducir una expresión del esfuerzo de tracción producido en un perno vertical cuan-
do un peso concéntrico W cae desde una altula h pul, como se muestra en la figu-
ra l3-12

Resp s =I(,- psi (tracción)

16. La carga externa aplicada a una unión con pernos fluctúa entre cero y 1400 lb. El
perno eslá apretado con una carga inicial de 1300 lb. El área de la raiz del perno
es 0,1620 pul2. La relación entre pul de defo¡mación por lb de carga para el perno
y la de los elementos es 3.

(o) Determinar las cargas máxima y mínima en el perno-
(b) Determinar el esfuerzo promedio y el esfuerzo va¡iable, suponiendo un factor

de concentración de esfuerzos de 2,8 que incluye los efectos de superficie y
tamaño.

(c) Hacer un diagrama de esfuerzos de trabajo de Soderberg y determinar si el
perno está cargado seguramente para un factor de seguridad de 1,8. El ma-
'terial tiene un límite de fluencia de,10.000 psi y un límite de fatiga en carga
axial con inversión de 20.000 psi.

Resp. (6) W(max) : 1650 lb, I7(min) : 1300 lb
(b) s, : 9260 psi, s", : 3030 psi
(c) El perno está cargádo seguramente

Flg. 13-12

17. Determinar la carga inicial de apretamiento y el esfuerzo co¡tante máximo en un perno de j pul cuando se
unen dos miembros y la tuerca está apretada con un momento de 6O0 lb-pul. Suponer un coeficiente de roza-
miento de 0,15 para la rosca y el collar. El radio del collar puede tomarse como 0,35 pul. Despreciar la concent¡a-
ción de esfuerzos.
rBesp. Carga inicial del perno : 5260 lb. Esfuerzo cortante máximo : 33.000 psi (con base en un diámetro

en la raiz: 0,3978 pul)

15.

2AEh
W-



Capítulo 14

Embragues

UN EMBRAGUE es un implemento de rozamiento que permite la conexión y la desconexión de

ejes. El diseño de los embragues y los frenos es comparable en muchos aspectos.

Esto se ilustra bien mediante un embrague de múltiples discos, el cual se usa también como freno.

Un problema de diseño más evidente en el diseño de frenos comparado con el diseño de embragues

es el de la generación y disipación de calor. Los embragues de rozamiento generan calor como resulta-

do del movimiento relativo entre las partes, pero normalmente la cantidad de deslizamiento no es tan
grande como la de un freno. En el análisis de un embrague es muy frecuente imaginar que las par-

tes no se mueven entre sí, aun cuando no se debe pasar por alto el hecho que la trasmisión de potencia

por rozamiento generalmente envr¡elve algún deslizamiento. Por esta razón, cuando se necesita tener

lrasmisión positiva de potencia debe apelarse a un implemento positivo tal como un embrague de

mandíbulas.

EMBRAGUES DE DISCOS O LAMINAS

UN EMBRAGUE DE MULTIPLES DISCOS
se muestra en la figura 14-1. Las láminas A son
generalmente de acero y están colocadas sobre

estrías en el eje C, para permitir el movimien-
to axial (excepto para el último disco). Las lá-

minas B son generalmente de bronce y están

colocadas en estrías del elemento D.

EI número de parejas de superficies que

trasmiten Ia potencia es uno menos que Ia su-

ma de Ios discos de acero y bronce, y es además

un número par si el diseño es tal que no se re-
quieren cojinetes axiales. Flg. 14-l

n = Du"",u * Dbron"" - 1

Para el sistema mostrado, n : 5 + 4 - | : 8 parejas de superficies en contacto.

La capacidad de momento de torsión está dada por

T = FfR¡n

donde f = capacidad de momento, lb-pul

P = fuerza axial, lb

coeficiente de rozamiento

'-R:OT

!-
R+= )',nB - ni

radio de rozamiento = 4(''2 ' i) si se supone que la presión de contacto es uniforme
3 R"-R:

= ^o I ^u si se supone desgaste uniforme

Ro = radio exterior de contacto de las superficies, pul

Ri = radio interior de contacto de las superficies, pul

número de parejas de superficies en contacto.

165
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La fuerza axial F está dada por

F = p4ni- Ri¡
donde p es la presión media.

La capacidad de potencia es

HP: 
"N/63.000donde ? : momento en el eje, lb-pul y N : velocidad de rotación, rpm.

Para desgaste uniforme, la variación de presión está dada por

CFP = ; ,"6"-ryr,
donde C es una constante y r es el radio del elemento diferencial mostrado en la figura 14-3.

EMBRAGUES CONICOS

UN EMBRAGUE CONICO debe su eficiencia a la acción de cuña de la parte cónica en la parte recep-
tora.

(a) La capacidad de momento de torsión de un embrague cónico con sus partes ajustadas con base en
presión uniforme es

r = -!Lf¿ f n3- n? tl
send13 \R""_R?tJ

La capacidad de momento puede escribirse también

r = r¡¡J3,-i+-1' \ 3Rró sen2 g, I
donde ? = momento, lb-pul

F = fuerza axial, lb
/ = coeficiente de rozamiento

Ro = radio exterior de contacto, pul
R¿ = radio interior de contacto, pul

4 = radio medio = tr(Ro+R¿), pul
ó = ancho de la cara, pul
d = ángulo del cono

o

(b)
por

^ .f ,¡ rRl-R?.1r = fnl Lá(ñ=)J donde F" = PQTrR^)(b).

La capacidad de momento de un embrague cónico, con base en un desgaste uniforme, viene dada

r=Ff&, o T=Fnf&,
sen d

La variación de presión, suponiendo desgaste uniforme, es

-J-2n(Ro- R¡\ r

Fig. l4-2

(Véase la figura 14-8.)

FLa presión máxima se presenta en el radio menor:

La presión mínima se presenta en el radio mayor:

Presión media - F
7r13o_Ri)'

l-a* -

D' mln

zir(Ro- Ri)Rí

F
2n(Ro- R¿)Ro
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ACOPLAMIENTO DE EMBRAGUES CONICOS. Un problema que se presenta con los embragues

conlcos y no ocurre con los embragues de múlti-

ples discos es la posibilidad de que se necesite una fuerza mayor para acoplar el embrague que la que se

,equiere durante la operación cuando el receptor y el cono giran a la misma velocidad. El análisis se com-

plica por el hecho que Ia dirección de las fuerzas de rozamiento depende de la forma del acoplamiento,

esto es, de la relación entre el movimiento rotatorio relativo y el movimiento axial relativo del receptor

y el cono. Un procedimiento conservador consiste en suponer que no se presenta movimiento rotatorio

relativo durante el acoplamiento, para lo cual la fuerza axial máxima I) necesaria para acoplar el recep-

tor Y el cono es Fe = {r(sen d + / cos d)

Esta fuerza es Ia máxima requerida para obtener la fuerza normal deseada Fr, Ia cual a su vez desa-

rrolla la fuerza de rozamiento que produce el momento de rozamiento deseado'

FUERZA AXIAL PARA MANTENER ACOPLADOS EL RECEPTOR Y EL CONO. LA fUCTZA TC.

querlda Para

mantener acoplados el cono y el receptor, teniendo en cuenta el rozamiento, varÍa entre

P = d send F = h(send-/coso)

Debido a Ia vibración, el rozamiento puede no ser muy confiable y es conservador suponer que la fuer-

za axial para mantener acopladas las partes la da el mayor valor de F: F : F4 sen a.

FUERZA AXIAL REQUERIDA PARA DESACOPLAR EL RECEPTOR Y EL CONO. NO:-

mente, con los ángulos de cono comúnmente usados, no se necesita una fuerza para desacoplar t"tTil-
tes, aun cuando es posible que si / cos a > sen a, sea necesaria una fuerza axial F¿ para desacoplar

las partes:
Fd = F;(fcosd-send)

LA CAPACIDAD DE POTENCIA DE UN EMBRAGUE CONICO eslasiguiente,deacuerd.oconsi
se supone desgaste unllorme o

preslon unrlorme:

Desgaste uniforme: HP = TN (Fnf Dn /2)N
63.000

= Y*("k)
= F.rG,([fl)*k = #,?,(m)#-

t67

TN

donde

Presión uniforme: Hp =
63.000

F = fuerza axial, lb

/ = coeficiente de rozamiento
Ro = radio exterior, Pul
R¿ = radio interior, pul
/V = velocidad, rpm
d = ángulo del cono

Fn = pQnRr.)(b), donde p es la presión media, R, es el radio medio del cono, y ó es el ancho

de la cara
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Deducir la capacidad de momento de torsión de una pareja de superficies presionadas entre sí
con una fuerza axial F. Suponer presión uniforme. (Véase la fjgura 14_8.)

Solució n:
considerar u n área diferenciar dA : 2nr dr Fuerza diferencial normal : drV

Fuerza diferencial de rozamiento : de - f (lN : f (p2nrd¡). Moment. diferencial cle
r dQ : r(t'p2nr dr); integrando con p y / como constantes, el momento total es

fno ^ d-n3T = 2nlpJ 'r2dr = 2rTfpf ?,ni
I

La fuerza axidl F = p(IT\\RZ-RI¡, a" doncle la presión media p =
?r7?o- R1)

: p dA : p(27rr drl.
rozamiento : dT :

Remprazandoesrevalordepen r= zlrt'p(d#),seobtie.e T= Fl 
[;,H,] 

- FfRf

Fls. 14-3

Deducir la capacidad de mometrto de torsión d,e una pareja d,e superficies presionadas entre sí con
u'a fuerza axial ,F.. Suponer desgaste uniforme. (véase la fisura 14-s.)
Solución:

Cuando un embrague es nuevo' quizás es verdad que la presión es casi uniforme. Si las superficres son re-lativamente rígidas, la parte exterior, donde la velociclad 
"" ultr, se desgastará más que la parte interior. Des-pués del desgaste inicial, es razonable suponer que la curva del perfil riantendrá su forma; o, que el desgastede ahí en adelante se¡á uniforme.

El desgaste uniforme puede expresarse cle una manera dif'erente diciendo que en cualquier intervalo detiempo el trabajo hecho por unidad de á¡ea es consranre:

(firerza de rozamiento) (velocidad) ([P2Trr dr\ (r¡.¿\= L '\ . = constante c,
2rrr dr

o p=C'/f ra. Entonces, como/y (,J son constantes, p: C/r, donde C es una constante.
Otro método para demostrar qr.re la presión varía inversamente con el radio es considerar que el flesgaste

D esproporcionalalapresiónpyalavelocidadV. Así, E=KpV =Kp(r6),o p--Ctf,yaque D yKsoncons-
tantes y at es fija para un embrague dado.

Como en el problema 1, el momento de rozamiento diferencial es dT - r(fp2nr dr); el momento de tor-
sión total es

aI

vP-
Para encontra, c,r -- | 

o

ñi

Remplazando este valor de

^2 ^2
2nfc(Ko- Ki\

2

nr dr) = ZtrClRo- R¡),

c en la ecuación de T:T = r¡(eJ&l _ FIRf

o C= F
2n$s- Ri)
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B. Comparar el radio de rozamiento con base en presión uniforme y en desgaste uniforme para dos

(1) Ro: 4pul, R¿:3,5pul; (2) Ro: 4pul, 1l¿ : lpul.

Solució n:

t69

nJ-nlt 2t4s-J,53

3,75 pul

(2) presión unirorme, 
^, 

=?(H\=?(H) = 2,8pul. Desgaste unir,rme, n, =W =+ = 2,5pul'
T "\R;_R;I J\4'.

Así, para valo¡es bajos de Rs/R¡la diferencia entre desgaste uniforme y presión uniforme es muy peque-

ña. A medida qoe Ro/Ri aumenta, la diferencia se hace mayor'

4. Hacer la gráfica de la relación entre el radio de rozamiento y el radio exterior 1R¡/R") contra la

relación entre el radio interior y el radio exterior (Ri/Ro), suponiendo presión uniforme y desgas-

te uniforme. (Véase la figura 14-4 para la solución.)

Gráfica que muestra la relaci(iD e¡tre rad¡os

de ¡ozamicnto para enrbragues de rozam¡ento

Presión unilornre ct,mP¿rada

con desgasle unllorme

" R:_ R:
R¡= *t#;)
' " R;_Rí 7

Desgaste uniforme

Ro +R¿

T 2

/

0 0,1 0.2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0'8 0'9 1'0

(1) Presión uniforme. n-. =?(^9- ^t^\- -2 14:- 3'5"
Í 3\n1-n',1 3 \4'- 3.5'f t\ni-nil 3 \+2- s,s*l+(É#) = 3,?6 pur Desgaste unirorme, 

^, 
=W = ry"

10

o7
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D.
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Determinar las presiones máxima, mínima y me-
dia en un embrague de placas en el cual la fuerza
axial es 1000 lb, el radio interior de contacto es
R¿ : 2 pul, el radio exterior es .Re : 4pul. Se
supone desgaste uniforme. (Véase la figura l4-5.)

Solución:

La variación de presión está dada por F =

^=q= F _r r 27T(Ro_ R¿) (D

La presión m¿ixima ocurre cuando r: ri¿

p(max) = 39,8 psi.

La presión mínima ocurre en r : Ro
1 nnn

P(min) = ,rtrG) = lg.9 Psi.

Presión media p =
fuerza F

área de contacto TTGro_ R?)

(c) Número de parejas de superficies =
momento total

momento por pareJa

1000 lb

Fis. l4-5

Looo= = 26,bpsi.
7r(4' - 2')

6. Un embrague de múltiples discos tiene 4 discos de acero y 3 discos de bronce y cada superficie tie-
ne un área de contacto de 4 pul2 y un radio medio de 2 pul. El coeficiente de rozamiento es 0,2b.
¿Cuál es la capacidad de potencia para una fuerza axial de g0 lb, si el embrague gira a 400rpm?
Suponer desgaste uniforme- en las placas del embrague.

Solución:

T = Ft'Rrn = 90(0,%)(2)(6) : 270 lb-pul HP : TN/63.000: 2?0(400),/63.000 : r,7I.

Un embrague de múltiples discos, de acero sobre brence, debe trasmitir 5 HP a 750 rpm. EI radio
interior de contacto es 1,50 pul y el radio exterior es 2,75 pul. El embrague opera en aceite con un
coeficiente de rozamiento esperado de 0,10. (El aceite se usa para dar un acoplamiento más suave,
una mejor disipación de calor, aun cuando se reduce la capacidad.) La presión media permisible
es 50 psi, máximo. (Se usan presiones bajas de diseño con el fin de suministrar un tamaño sufi-
ciente para dar una buena capacidad de disipación de calor.)
(1) ¿Cuál es el total de discos de acero y bronce requerido?
(2) ¿Cuál es la presión media?
(3) áCu¿íl es la fuerza axial requerida?
(a) ¿Cuál es la presión máxima que se presenta?

Solución:

(a) Primero se determina Ia capacidad de momento de un par de superficies en contacto, suponiendo desgas-
te unifo¡me.

r = r¡(Ro*-R¡) = urnro,,or (&1=r4)= rlz rb-pur

donde F, = prr .R3- nf,l = son 12,752 - r,802¡ = 834 lb.

(b) El momento total aplicado es ? : (HP)(63.000),/N : 5(63.000)/50 : 420 lb-pul

=ffi=z,zt

a.

Como el número debe ser par, usar 4 parejas de superficies con 3 discos de acero y 2 de bronce.
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(d) Usando 4 parejas de superficies, puede usarse una presión reducida'

t7l

momento total - 420
Momento real por pareja de superficies p-.¡. d" .,tp".fi.i.. 4 = 105 lb-pul

F = 495 Ib.(e) Hallar Ia fuerza real requerida:

La presión media es X=

r'= Ff("P) . lob = F(0,1) (?ej-]ée),

o!' 
" = 2e'6Psi'

1r (2,75 '- 1,50')

(/) La presión máxima ocurre cuando r = Rí: p(max) = *é-fñ = *O¡:fuW = 42 psi'

Respuestas: (l) Cuatro pares de superficies con 3 discos de acero y 2 discos de bronce, o un total de 5 discos'

(2) presión media : 29,6 psi. (3) Fuerza axial : 495 lb. (4) Presión ¡eal máxima : 42 psi.

g. Un embrague de múltiples discos está compuesto de 5 discos de acero y 4 de bronce. El embrague

se necesita para trasmitir un momento de 160 lb-pul. Si el diámetro interior está restringido a

2 pul, determinar, (l ) el diámetro exterior necesario para los discos, y (2) la fuerza axial necesaria'

El coeficiente de rozamiento puede tomarse como 0,1 y la presión media no debe sobrepasar 50psi'

Suponer desgaste uniforme.

Solución:
Momento por pareja de superf icies : lffi/8 : 20 lb-pul' Entonces

tD^+D;\ Fa , t 1 ¡Dn+D;1 r-T -e -2. .--. .^ -. lDo+2 \1
20 = Fr(T) = l,nQ;- Dí)p Jf (?) = liro;-2')(50)(0,1)(-n /J

de donde, por ensayo y error, Do = 2t pul.

para D^ =21 pul,F = ,^+ * = 164 lb (y presión media =u o - I\uo+uí)/+ irltzl¡'-z"l
164

= 49 psi).

g. ¿En qué condiciones es más apropiado suponer presión uniforme en lugar de desgaste uniforme,

al hacer el análisis de un embrague?

Solución:

Es más apropiado suponer presión uniforme cuando los discos son flexibles, para permitir deformación

cuando ocurre desgaste.

10. Un motor que gira a una velocidad constante o.¡ conduce una carga mediante una disposición

de engranajes de reversa y un embrague, como se muestra en la figura 14-6. Se dispone de un fre-

no para llevar la carga al reposo. Deben compararse dos métodos de operación:
(i ) En el primer método, el embrague está acoplado y la carga se lleva a la velocidad del motor

Momento de

inercia de la carga =f
Velocidad angular =7

Fig. 14-6
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a-l en ¿ segundos. El embrague se desacopla y el
de reversa es acoplado para invertir el sentido de
velocidad - r,-¡.

(2) En el segundo método, el embrague está acoplado y la carga se lleva a la velocidad r,r en ú
segundos. La inversión en el sentido de giro se obtiene desacoplando el embrague, cambiando
el engranaje de reversa y acoplando de nuevo el embrague. El motor gira haJa que Ia carga
tOta á -(d.

Comparar el trabajo de rozamiento disipado como calor en los dos métodos diferentes de ope-
ración.

Solució n:

A

Sea ? : momento de rozamiento desarrollado por el embrague (el cual es también el momento
del motor) y d0 : ángulo diferencial de rotación del motor. Entonces el trabajo hecho por el moto¡para llevar la carga a la velocidad ¿_¡ es

¡t Pt
W^ = | raU _ | I't¡dtJo Jo

ya que dq/dt = rr-r (la velocidad constante del motor). Pero el momento de to¡sión dado por el embra-
gue sobre la carga produce una aceleración angular d de la carga. Entonces T: Id,, donde Ies el mo-
mento polar de inercia de la masa de la <:arga, y

freno lleva la carga al reposo. El engranaje
la rotación y la carga es acelerada hasta Ia

Ial.c¿-ol -- I@2

El trabajo de rozamiento disipado como calor, W¡, esla energía entrégada por el motor menos la
energía cinética de rotación:

-it.t = taf -trta2 = LI.,
Si el a la carga con el embrague desacoplado, la energía perdida por rozamiento

es la energí s partes en rotación, o 
""a LIaf.Si se acopla el engranaje de reversa y la car-

ga se ileva del motor --a, el trabajo hecho por rozamiento se obtiene en forma simi-
lar al anter

La energía total perdida se compone de lres partes: (c) I.a energía perdida por rozamiento en el

"rTbtus:" 
cuando la carga va desde la velocidad 0 hasta a, Ltr,f . (b) La.rr".gíu perdlda al frenarílu-' (c) La energía perdida en el embrague cuando^ la carga va de velocidad 0 a -o, tl@2.Así la energía total perdida en el método (t) es (J/2\l@2.

El tiempo para la inversión completa es ú segundos pa.ra ir de 0 a ar, más f segundos para ir de c_la 0, más f segundos para ir de 0 a -¿.¡. (Esto supone que el tiempo de frenada es igual al tiempo de
aceleración y que no se da tole¡ancia para el acoplar¡iento y desacoplamiento del embrague o para
acoplar el engranaje de reversa.) Er tiempo totar es 3ú seguniros, en el método (1).

B. Considerando ahora el método l2).

El trabajo de rozamiento para llevar la carga a la velocidad del motor ú) es, como antes, tla2.
Si se desacopla el embrague, se acopla el engranaje de reversa, y se acopla de nuevo el embrague,

con el moto¡ funcionando a velocidad constante or, el trabajo hecho por el motor es

¡t fI
v/n = I lüu¡dt=,- I adt

.rO .rO

Como d7/ dt = d ' donde / es la velocidad angular de la carga. variando desde 0 hasta la velocidad del
motor a-l, el trabajo hecho por el motor es

ftc ftc f- utrabajo= f 
'Tadt =l'-tuadt = -t¡ol Oy = 2ta2Jtt Jt, J+a

Obsérvese que el rnomento del motor se aplica a la entrada del engranaje de reversa; por tanto el sen-
tido del momento del rnotor es opuesto al del momento aplicado á la carga, esto es ? : -Id,

wn = Ia I-0, =

W.=WJn
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11. Deducir la capacidad de momento de torsión
de un embrague cónico con base en la hipótesis
que la presión entre el cono y el receptor es uni-
forme. (Véase la figura 14-7.)

Solución:

r73

Como la energía cinética cuando la carga está rotando a o es la misma que cuando la carga está

rotando a-o, todo el trabajo hecho por el motor aparece como calor en el deslizamiento del embrague.

Así, Ia energía total usada en el trabaio de rozamiento en el método (Z) es(tr1a2 + 2lo2) = (5/2)1a2.

El tiernpo total para un ciclo completo, por el método (2), es f segundos para llevar la carga de ve-

locidad 0 a c,r, más 2f segundos para ir de @ a -o, o sea, un total de 3Ú segundos'

Así, el tiempo para un ciclo completo es el mismo para ambos métodos, pero el método (1) es más eficien-

te que el (2). El método (l) pierde (3i2)la2 en trabajo de rozamiento, mientras el método (2) pierde (5/2)la2
en trabajo de rozamiento.

Invertir por el método (2) es realmente más rápido que por el (1) debido al menor tiempo necesario por la

manipulación del freno, el embrague y el engranaje.

(c) Se define la fuerza Fn como Ia fuerza debida a la
presión aplicada al área como si fuera estirada
en un olano:

Considerar un elemento diferencial encerrado por

círculos de radios r y (r + dr). El ¿iLrea del ele-

mento dife¡encial es d.4 = Znr<-ü;).

La integral de los momentos diferenciales es

n rR^

I u, - l_" <2nrLrno)pfrt .tRi

r - ':rJ tü: Ri¡
o I - send,\ 3 I

f f2n
l¿r - I pR-ódósenc, o
t,

"úo

Componente horizontql
de la fuerza dtleren-

cial = pRród{ send

F = 2npRr.b send = fisend

q\

Flg. l4-?
Fn = p (2nRrb)

(d) Para relacionar Fn con la fuerza axial F, se considera un elemento diferencial con ángulo central dó. El

área diferencial es

dA = 2rTRnb @<b/2T) = Rnb dó

La fuerza normal diferencial es dN: pR^bd.$. La componente horizontal de la fuerza diferencial es

dF: entonces

Remplazando la presión p de la ecuación de (c) en la ecuación de (ó) se obtiene

r = E,r ¡nz- 
n7, _ 4, r[? r^"e- ^?\-l - Ff Pr^i- ^!ilR"a."no\ r / - '"' 

-3\R'" R'íll send' le \^;-¡;l

ya que R, = ,ttRo + R¡, Gsend) = Ro- Ri, y Fn= F,/(sen d).

de un embrague cónico, con base en Ia hipótesis de12. Deducir la capacidad de momento de torsrón
un desgaste uniforme. (Véase la figura 14-8.)

(o) Para que el desgaste sea uniforme, el trabajo hecho por unidad de ¿í¡ea debe ser constante' Se considera un
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elemento diferencial encerrado por círculos de ¡adios r y (r Í dr).

trabajo hecho en N rev _
área = 2rr, =consf,ante

o p : C/r, donde C es una constante.

Este resultado también puede obtenerse considerando que el desgaste en cualquier punto es cons-
tante y es proporcional al producto de la presión por la velocidad. Así, desgaste : Kpv : Kp(ar) :
constante, o p : C/r, ya que (t) es constante.

fRn , ,P2 n2.
Momento I = | " eftzrr_!!=¡, = 2Tcf(:9::!\.JR, send'' -"-/\ 2senü|'
donde C: pr.

fR^,n= 
Jo."o<znrffi) = 2z!1Ro-R¿)

"1,

Para elimina¡ C, se remplaza el valor de C de la ecuación de (c) en la ecuación de (b) y se obtiene

T = FnfR,

La ¡elación entte Fn y F puede obtenerse estableciendo primero la fuerza normal diferenciál sob¡e el á,¡ea
diferencial considerada como un rectángulo con dimensiones dife¡enciales dr/(sen d,) y r(d6):

dF" = p (dr /sen d,)r d$

La suma de las componentes horizontales de las fuerzas dife¡enciales es F.

fRnfh , pR^ ¡2n ^F = f -f p#rd{send = 1", l@,t,aóJR, .to JR. Jo
1, t.

27rC (Ro - R.)

De (c),2'tTC (Ro - R¿) = { sen d,; así ,F : Fz¿ sen d,, lo mismo que para presión uniforme.
Haciendo Fn : F/(send) en (d), el momento de to¡sión esüí dado por

(c)

(d)

lel

(f)

R;.'-g7rd{ sen c

r=kfR^=*ro^
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Un embrague cónico de superficie blanda debe manejar
un momento de 1865 lb-pul a 1250 rpm. El diámetro
mayor del embrague es 13,75 pul, el ángulo del cono es

6 üo, el ancho de la cara ó, es 2,50 pul, y el coeficiente
de rozamiento es 0,20. Con referencia a la figura 14-9

determinar:
(o) La fuerza axial F requerida para trasmitir el mo-

mento.
(ó) La fuerza axial requerida para embragar, Fr, si el

acoplamiento ocurre cuando el embrague no eptá
girando.

(c) La presión normal media p sobre Ias superficies de

contacto, cuando se trasmite el momento máximo.
(d) La presión normal máxima suponiendo desgaste

uniforme.

Solución:

(a) Rn= Ro-tb sen d = |1 ra,zsl - L<Z,so sen 6üo) = 6,74pul

, - -r- ¡n-, r86b = --+-- (0,20)(6,74), F = 151
send' "' sen 6¡-

t75

13.

Flg. l4-9

lb

= 13,3 psi
27r( 6,875 - 6,60) (6,60)

14. Considerando el mismo embrague y las mismas condiciones del problema 13, pero suponiendo

oresión uniforme. determinar:
(o) La fuerza axial F requerida para trasmitir el momento.

(ó) La fuerza axial requerida para embragat, F", si el acoplamiento ocurre cuando

no está girando.
(c) La presión normal media p sobre las superficies de contacto cuando se trasmite

máximo.

Solución:

(b) Fe = {,(senc+/cosd) =fr,.""o+/cosal =¡*fffnl (sen 6ü" + 0,20 cosoü') = +za tu

' ""t , = 13.0 psi. donde R¿ - Ro b send = 6'60pul(c) P = 

"ar;o? 
= 

7( o,szs,- o,60')

(d) p(max) = ñ@:qtr

(a)r="(#*), 186b=F t]

(") Fn= p QlT Rnb) , 1360 = p (2n) (6 ,7 a 12,9 psi

15. Comparar la capacidad de potencia de dos embragues, uno de los cuales es de múltiples discos y

otro cónico. Ambos embragues operan a la misma velocidad, tienen el mismo diámetro medio, y
-en ambos se ejerce Ia misma carga axial. El coeficiente de rozamiento es el mismo para los dos em-

bragues. El embrague de múltiples discos tiene 4 discos de acero y 3 de bronce. El ángulo total del

cono en el embrague cónico es de 20o (ángulo del cono 10"). Suponer desgaste uniforme en ambos

embragues.

Solución:

Así, para las dimensiones dadas, capacidad de potencia del embrague de discos : 1,044 X capacidad de po-

tencia del embrague cónico.

151

el embrague

el momento

(b) Fe = F¿(senC +/ cos d) = 13691sen 6d" +

') [t
,20 c

,50),

20)

o,2

2.5

(0

+

)(

09i
b

6,60

) (0,

2lI
,50

-^

3

t
75

)(
6,8'

,74'

^lbE

p

(6

OS donde

F=148Ib

P;= P/send, = 1360 lb.

= 6send = 6sen10o = 1,044
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16. Un embrague cónico, forrado en asbesto, debe trasmitir 900 lb-pul después de acoplado. Si la fuer-
za axial máxima disponible es de 200 lb, ¿cuál es el ancho de la cara requerido? El ángulo total
del cono es 24n y la presión media máxima está limitada a 16psi. El coeficiente de rozamiento
es 0,20. Suponer desgaste uniforme.

Solución:

Fuerza para acoplar,

T = Fr[Rr, 900

Fn = p Q7r Rnb) ,

F" = Fnlend. +/ cos d), 2¡6 = fi(sen t2o + 0,n cos l20 ) , Fn= 496 Ib

= 496(0,20)Rr, Rr=9,07 pul. Usar R, = 9f lul.

496 = 16 (2ir)(9t)b , b =O,54 pul. Usar ó pul.

PROBLEMAS PROPUESTOS

17. En un embrague de múltiples Ciscos, el ancho radial del material de rozamiento debe ser {del radio máximo.
El coeficiente de ¡ozamiento es 0,25. (o) ¿Cuántos discos se requieren para trasmitir 70 HP-a 3000 rpm? El diá-
metro máximo del embrague no puede exceder 10pul. La fuerza axial está limitada a 150 Ib. (á) ¿Cuál es la
presión unitaria media sobre cada superficie de contacto? Resp 11 discos, 4,64 psi

\
18. Un embrague de múltiples discos tiene g placas con superficies de contacto de 2pul de diámetro interior y 4

pul de diámetro exterior. Si el coeficiente de rozamiento es 0,2 y la presión normal media máxima permisible
es 40 psi, ¿curíLl es la fuerza de operación requerida y cuántos HP puede entregar el embrague a b00 rpm?
Resp. 377 lb, 7,2 HP

19. Un embrague de discos consta de dos discos de acero en contacto con un disco forrado en tela de asbesto, con un
radio exterior de 10 pul y uno interior de 8 pul. Determinar la potencia en HP que puede trasmitirse a 1000 rpm,
si el coeficiente de rozamiento es 0,35 y los discos están presionados entre sí por una fuerza axial de 2ó00 Ib.
Resp. 100 HP

2O. Un embrague de múltiples discos tiene seis pares de superficies de contacto de acero y acero forrado en asbes-
to, alternativamente. Los diámetros exterior e interior de las superficies de contacto son l0 y T pul respectiva-
mente. ¿Qué potencia puede trasmiti¡se a 600 rpm, si el coeficiente de rozamiento es 0,2 y la fuerza axial es
f00 lb? ftesr,,. 4.86 HP

21. Un embrague cónico forrado en cuero trasmite potencia a 1200 rpm. El ángulo total del cono es 20" (ángulo del
cono 10"). El ancho de la cara de ias superficies de contacto es 3f pul. El coeficiente de rozamiento es 0,2b. De-
terminar el diámetro medio necesa¡io del embrague para trasmitir 22 Hp. La presión media máxima es
10 psi. Resp. Diámetro medio : 9,13 pul; usar gf pul

22' Un embrague cónico forrado en cuero debe trasmitir Z) HP a 1000 rpm. El ángulo del cono es 10. (d : 10.) y
el diámetro medio de las superficies de contacto es 8 pul. El coeficiente de rozamiento es 0,3. Determinar, (o)
el ancho requerido ó para limitar la presión de contacto a un valor medio máximo de 10psi, (ó) la carga axial
necesaria para embragar, con ambas partes estacionarias, para obtener la capacidad de momento requerida.
Suponerdesgasteuniforme. Resp. (al 4,17 pul; usar 4f pul. (ó) 493 lb

23. Un embrague cónico con superficies de hierro fundido y coeficiente de ¡ozamiento de 0,2 debe trasmitir 40 HP
a 500rpm. El diámetro máximo está limitado a 12pul. El ángulo del cono, d, es 15.. La presión media es-
tá limitada alrededor de 50 psi. Determinar, (o) el ancho de la cara b, v ft) la fuerza requerida para maritener
acoplado el embrague. Suponer desgaste uniforme. Resp. (a) b : 2,32 pul (solución por ensayo y error), usar
b : 2f nul lo cual da una presión media de 52psi. (b) 1tS0 lb

_l_
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24. lJn embrague cónico blando tiene un ángulo de cono de 10", un diámetro medio de 12 pul, y un ancho en la ca-

ra de 4 pul. Usando un coeficiente de rozamiento de 0,2, con la suposición que el desgaste es unifo¡me, y una
presión media de 10psi, para una velocidad de 500 rpm, determinar, (o) la fuerza requerida para acopla¡ el

embrague, y (b) la potencia que puede trasmitirse. Resp. 560 lb, 14,3 HP

25, Un embrague cónico blando debe manejar un momento de 1900 lb-pul a 1200 rpm. El diámet¡o mayor del

embrague es 14 pul y el ángulo comprendido es 20. El ancho de la ca¡a es 3 pul. Usando un coeficiente de ¡oza-

miento de 0,2 dete¡minar, (o) la fuerza axial requerida para acoplar el embrague, (b) la presión unitaria nor-

mal requerida cuando el embrague opera a plena capacidad. Suponer presión uniforme. Resp. 523 lb, 11,1 psi

26. Un embrague cónico blando debe manejar un momento de 1865 lb-pul a 1250 rpm. El diámetro mayor del em-

brague es 13,75 pul y el ángulo comprendido es 12,5". El ancho de la cara de las superficies de contacto es 2,5

pul. Usando un coeficiente de ¡ozamiento de 0,20 determinar, (o) la fuerza (Fe ) para acoplar el embrague,

(b) la presión unita¡ia normal requerida sobre las superficies de contacto cuando el embrague opera a plena

capacidad. Resp. 428 Ib, 13,15psi

27. IJn embrague cónico est¡í montado sobre un eje que trasmite potencia a225 rpm. El diámetro pequeño del cono

es 9 pul, la ca¡a del cono tiene 2 pul y forma un ángulo de 15 grados con la horizontal. Dete¡mina¡ la fuerza

axial necesaria para acoplar el embrague de modo que trasmita 6 HP, si el coeficiente de rozamiento entre las

superficies de contacto es 0,25. ¿Cuál es la presión máxima sob¡e las superficies de contacto, suponiendo desgas-

te uniforme? Resp. 106 Ib, 24,9 psi

28. Un embrague cónico de superficie blanda tiene un ángulo comprendido de 20 grados, un diámetro medio de 12

pul, y ancho en la cara de 4 pulgadas. Usando un coeficiente de ¡ozamiento de 0,2pul y una presión media

admisible de 10 psi, determinar la fuerza requerida para acoplar el embrague y la potencia que puede trasmi-
tirsea500rpm. Resp. 560 Ib, 14,4 HP

29. Una máquina desa¡rolla 40 HP a 1250 rpm y está acoplada con un embrague cónico integral con el volante.

El cono tiene un ángulo en su ca¡a de 12,5 grados y un diámet¡o medio de 14 pul. EI coeficiente de rozamiento

es 0,20 y la presión normal sobre la cara del embrague no debe excede¡ 12 psi. Determinar el ancho de la cara

requerida y Ia fuerza necesa¡ia para acoplar el embrague, suponiendo desgaste uniforme. Resp. 2,96 pul, 592 lb

3O. Un embrague cónico forrado en cuero tiene una superficie de contacto con un radio medio de 15 pul y trasmi-
te 20 HP cuando gira a 800 rpm. Para un ángulo del cono de 20 grados y un coeficiente de rozamiento de 0,30,

determinar la fuerza axial requerida para mantener las superficies en contacto. Resp. 121,5 lb



Capítulo 15

Diseño de Frenos

LOS FRENOS son elementos de máquinas que absorben energía cinética o potencial en el proceso de
detener una pieza que se mueve o de reducirle la velocidad. La energía absorbida se di-

sipa en forma de calor. La capacidad de un freno depende de Ia presión unitaria entre las superficies de
frenado, del coeficiente de rozamiento y de la capacidad del freno para disipar el calor equivalente a la
energía que está siendo absorbida. El comportamiento de un freno es análogo al de un embrague, con
la diferencia que el embrague conecta una parte móvil con otra parte móvil, mientras que el freno co-
necta una parte móvil a una estructura.

LOS FRENOS DE ZAPATA EXTERNA O DE BLOQIJE constan de zapatas o bloques presiona-
dos contra Ia superficie de un cilindro gi-

ratorio llamado tambor del freno. La zapata puede estar rígidamente montada sobre una palanca ar-
ticulada, como muestra la figura 15-1, o puede estar articulada a la palanca, como muestra la figura
1Á O

Zapata montada
rígidamente

Zapata articulada

F

lc' 15-r

El diseño de un FRENO DE BLOQUE SENCILLO se pue-
de hacer con base en el análisis de fuerzas y momentos de la palan-
ca y de la zapata, a manera de un cuerpo libre, como muestra la
figura 15-3, Se puede suponer que la fuerza normal Ny Ia fuerza de
rozamiento /N actúan en el punto medio de contacto de la zapata,
sin cometer un error apreciable, para ángulos 0 menores de 60". Su-
mando momentos alrededor de la articulación fija O,

(N+w)a- [N, - Fb =o o F = d+w)g-fNc

Obsérvese que para una rotación del tambor er", el .e.,tido ¿el
movimiento de Ias agujas del reloj, la fuerza de rozamiento /,N
ayuda a la fuerza F en la aplicación del freno y el freno es parcial-
mente autoactuante. Para un coeficiente de rozamiento dado, el
freno puede diseñarse para que sea completamente autoactuante (o

autocerrante). Para que esta condición exista, F debe ser igual a
cero o negativo en la ecuación anterior. Podemos suponer también

Fts. l5-2

que el peso W es despreciable; entonc". 
F =

es decir, que cuando 9" S ¡ "l freno es autocerrante.

bor

I

r \
Tam

)
ñ

a
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El momento de frenado T para una situación autocerrante es

donde / : coeficiente de rozamiento 
T = /NR lb-pul

N : fuerza normal total, en lb
r? : radio del tambor del freno, en pul

t79

Cuando el ángulo de contacto es grande, digamos 60. o
más, puede resultar un error apreciable al suponer que Ia t'uerza
de rozamiento normal actúa en el punto medio de contacto de
la zapata. Un análisis más preciso demuestra que la fuerza de
rozamiento /N es desplazada lejos de la superficie del tam-
bor, hasta un punto D, situado a una distancia h del centro del
tambor, para una zapata articulada, como muestra la figura
I5-4. La zapata articulada es la construcción más frecuente
cuando se utilizan zapatas externas largas. El momento de fre-
nado ? es ahora

T = f Nh = f N (+:=4) (Véase el problema 5.)
d +senf,

donde á = 4:l sen':. 
Esto se basa en la suposición de que eld + send

desgaste en la dirección de la fuerza normal resultante N es uni-
forme, lo cual significa que la presión pn varía como el coseno
del ángulo { o

Pn= Ccos/
donde C es una constante igual a =:=2N -, y u. es el ancho de Ia zapata del freno, en pul." wR(0 + sen 0)'

La magnitud de h determina, entonces, Ia localización de la articulación, para una zapata articu-
lada. Se satisfacen dos condiciones: (1) La zapata es un elemento sometido a dos fuerzas y la resultante
de la fuerza normal y de la fuerza de rozamiento debe pasar a través de la articulación. (2) La distri-
bución de presión es como se había supuesto. Si Ia articulación de la zapata está localizada a una dis-
tancia diferente de la h calculada, el momento de la fuerza normal resultante y de la fuerza de roza-
miento alrededor de la articulación será igual a cero, pero ahora Ia distribución de presiones supuesta
no puede existir. En consecuencia, la presión debe cambiar y ocurrirá un desgaste mayor en el borde
principal o de salida. Sin em.bargo, si la articulación está localizada a una distancia pequeña del valor
teórico de h basado en la distribución de presión pn: C cos {, se puede utilizar la ecuación ante-
rior, sin error apreciable. La articulación también puede localizarse en cualquier punto a lo Iargo de la
resultante de las fuerzas normal y de rozamiento, sin que se afecte la distribución de presión supuesta.

La presión media está dada por p^u : 2C 
"un i0
0

LOS FRENOS DE DOBLE ZAPATA se utilizan comúnmente
para reducir las cargas

en el eje y en los cojinetes, para obtener mayor capacidad y para re-
ducir la cantidad de calor generado por pulgada cuadrada. (Véase
la figura 15-5.) La fuerza normal N¿ eue actúa sobre la zapat,a íz-
quierda no es necesariamente igual a la fuerza normal ly'¡ eue ac-
túa sobre la zapata derecha. Para frenos de doble bloque, cuyas za-
patas tengan ángulos de contacto pequeños, digamos de menos de
60o, el momento de frenado puede aproxrmarse por

T : /(N,+NP)R
Si el ángulo de contacto de la zapata es mayor de 60,,, se requiere
una evaluación más precisa del momento de frenado para las za-
patas articuladas, el cual está dado, entonces, por

T = f(N,+N^lr4Rttnid.,, L K,, 0 +senB,
Cuando se vayan a utilizar zapatas úgidas Iargas se aplicará

un análisis similar al de las zapatas internas, que se presenta en
la figura 15-6.

b

Fts. 15-4

FG.15-ú
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El diseño de FRENOS DE ZAPATA INTERNA del tipo simétricc¡ que se muestra en la figura
15-6, puede aproximarse por las ecuaciones dadas a continuación.

cFp^

Mn+ hl,

Lo anterior se basa en la distribución cle presión supuesta
sen d

P = P^fenj;
donde 0r= ángulo central cómprendido desde la articulación de la zapata hasta el punto de máxima

presión, en grados

0n= 90" si dr> 90, 0,= 0, si 9r< 90"

El momento M¡ de las fuerzas de rozamiento con respecto a la articulación de Ia zapata puede de-

terminarse por

El momento de frenado T puede determinarse por

T = fu,r2("9!ry)@^+p'^)senO" |n

donde ¡ = coeficiente de rozamiento

¿o = ancho de la cara de la zapata, en pul

r = radio interno del tambor, en pul

d1 = ángulo central comprendido desde la
articulación de la zapata hasta el talón
del revestirniento, en grados

0., = ángulo central comprendido desde la ar-
ticulación de la zapata hasta la punta
del revestimiento, en grados

P, = Presión rrráxima, en psi (zapata derecha)

pi = presión máxima, en psi (zapata izquierda) =

donde o : distancia desde el centro del tambor hasta Ia articulación de la zapata, en pul.

El momento Mnde las fuerzas normales con respecto a la articulación de lazapata puede determi-
narse por

fp *, fe"
M, = ''Á | r"n0(r-acos9)d0-/ sen O^ 

"e,

D ura fez
Mn = 'k q Jr, "un'u ,u

La fuerza actuante tr'puede determinarse igualando a cero la suma de los momentos alrededor del
pasador. Para una rotación del tambor en el sentido del movimiento de las agujas del reloj, la zapata

M^ - trl+ M- + M'+
derecha tiene propiedades autoactuantes , F = -?; para la zapata izquierda F = -J!------L

M o' M.o'
donde c : brazo del momento de la fuerza actuante F, en pul, M;= +-, 14; = -l:n .'PnrPn

Las ecuaciones anteriores se basan en las siguientes hipótesis:

1) La presión normal en cualquier punto de contacto con Ia zapata es proporcional a su dis-
tancia vertical desde el punto de articulación.

2) La zapata es rígida.

3) El coeficiente de rozamiento no cambia con la presión y la velocidad.

LOS FRENOS DE BANDA constan de una banda flexible enrollada parcialmente alrededor del tam-
bor; se accionan halando la banda fuertemente contra el tambor. La capa-

cidad del freno depende del ángulo de abrazamiento, del coeficiente de rozamiento y de las tensiones en

la banda. En la figura 15-7 se muestra un freno simple de banda. Para este tipo de freno el sentido de ro-

tación del tambor es tal que la banda anclada al marco constituye el ramal tenso F1, como se muestra.
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En cuanto a correas con velocidad cero, la relación
entre el ramal tirante v el ramal floio de la barida es

Fr/f" = "fa
donde F1 : tensión en el ramal tirante de la banda, en lb

Fz : tensión en el ramal flojo de la banda, en lb
e : base de los Iogaritmos naturales

,f : coeficiente de rozamiento
d : ángulo de abrazamiento, en radianes

La capacidad de momento de frenado, T, es

T = (ft_ F2) r lb_pul

donde r : radio del tambor del freno, en pul. Este ti-
po de freno de banda no tiene propiedades autocerrantes.

La figura 15-8 muestra un freno simple de banda de
igualmente bien para cualquier sentido de rotación, ya que
en el ramal flojo y en el tirante son iguales.

l8l

Fig. 1á-7

doble acción. Este tipo de diseño funciona
los brazos de los momentos de las tensiones

Fis. r5-E Fis. rt-g

El freno de banda diferencial mostrado en la figura 15-9 tiene propiedades autoactuantes y puede
diseñarse para que sea autocerrante. EI freno de banda diferencial se diseña generalmente de modo que
el sentido de rotación del tambor permita que el ramal tirante de la banda ayude en la aplicación del
freno. Con referencia a la figura 15-9, si tomamos la suma de momentos con respecto a Ia articulación,
tendremos

Fc+F1a-F2b = Q o F =
F2b- \a

Haciendo F, = P, 
"fa

de la cual puede verse que para un freno autocerrante, esto es cuando F : 0 o negativo,

bto"fo o b/a!"fo

Debe observarse que el freno de banda diferencial puede ser autocerrante únicamente para un sen-
tido de rotación. Un freno autocerrante de este tipo se utiliza para perrnitir el movimiento en un solo
sentido y prevenirlo en el sentido opuesto, como podría ocurrir cuando un trasportador o una grúa actúan
por gravedad. El freno autocerrante requiere una fuerza en sentido opuesto al de la aplicación del freno,
para poderlo soltar. Así mismo, cuando el freno se ha cerrado y se aplica un momento adicional, las ten-
siones de la banda Ftl Fz aumentarán, pero la relación entre F1 y F2 no permanecerá igual a efo, ya
que esta relación prevalece únicamente cuando el freno está deslizando o está a punto de deslizar.
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La presión unitaria máxima pm se presenta en el extremo tirante de la banda y está determinada

F1
P^ = trr

La presión normal media entre la banda y el tambor (la cual se utiliza para calcular la generación de ca-
lor) es

=#F(+)
EL CALOR GENERADO durante la aplicación de un freno debe disiparse por trasferencia de calor,

o de lo contrario el freno se recalienta y puede quemar el revestimiento.
La rata de calor generado r?p es igual a la rata de trabajo de rozamiento:

He = p^,AcfV/??8 Btu/min

donde p^u = presión media de contacto, en psi / = coeficiente de rozamiento

Ac : área de contacto, en pul2 / : velocidad perilérica del tambor, en pies/minuto.

El calor generado puede determinarse también considerando la cantidad de energía cinética o po-
tencial que se está absorbiendo:

Hc = (Ep* Ep)/77s Btu/min

donde Eb energía potencial total absorbida, en lb-pie/min
Ek energía cinética total absorbida, en lb-pie/min

El calor disipado H¿ puede calcularse por

Hd : CLIA, Btu/min
donde C : coeficiente de trasferencia de calor, en Btu por pul2 por minuto por "F de diferencia de

temperat ura
A¿ : diferencia de temperatura entre la superficie radiante expuesta y el aire que la rodea
An: área de la superficie de radiación, en pul2

C puede ser del orden de 0,0006 para un Aú de 100"F y aumenta hasta 0,0009 para un A¿ de 400"F.

Las expresiones dadas para el calor disipado son apenas aproximadas y deben servir únicamente
como una indicación de la capacidad del freno para disipar calor. El comportamiento exacto del freno
debe determinarse por ensayo. Otro índice conveniente de la capacidad del freno es HP,/u:d, el cual
está limitado aproximadamente por 0,3 donde r¿' : ancho de Ia banda o de la zapata y d : diámetro
del tambor, en pulgadas.

La experiencia ha demostrado también que el producto de la presión media p., (psi de área pro-
yectada) por la velocidad de frotamiento V (pies/min) debe estar limitado en la forma siguiente: p^u V I
28.000 para aplicaciones continuas de carga tales como en operaciones de descenso, y disipación pobre de
calor; p", y 5 55.000 para aplicaciones intermitentes de carga con períodos comparativamente grandes
de reposo y disipación reducida de calor. p^uV ! 83.000 para aplicaciones continuas de carga y una
buena disipación de calor, tal como en un baño de aceite.

A continuación se dan algunos valores medios de temperaturas de operación, coeficientes de roza-
miento y presiones máximas de contacto para materiales de frenos.

Material JTemp. máx, oF f P . DSI
'max' -

Metal sobre metal 600 0,25 200

Madera sobre metal 150 0,25 ?0

Cuero sobre metal 150 0,3 5 25

Asbesto sobre metal, en aceite 500 0, 40 50

Metal sinterizado sobre hierro
fundido, en aceite 500 0.15 400
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PROBLEMAS RESUELTOS
1. El tambor de un freno de 14 pul de radio hace contacto con una zapata simple, como muestra la fi-

gura 15-10, y sostiene un momento de 2000 lb-pul a 500 rpm. Para un coeficiente de rozamiento de
0.3 determinar:
(o) La fuerza normal total N sobre la zapata.
(b) La fuerza Fque se debe aplicar al freho si la rotación es en el sentido del movimiento de las agu-

jas del reloj.

La fuerza F que se debe aplicar al freno si Ia rotación es en el sentido contrprio al del movimiento
de las agujas del reloj.
La dimensión de c necesaria para que el freno sea autocerrante, suponiendo que las otras dimen-
siones permanecen como se muestra.
La rata de calor generado, en Btu/min.

Solución:
(a) Momento : f Nr : 0,3N(14) :

Fuerza de rozamiento : fN :
(b) Para ¡otación en el sentido del

articulación es igual a cero:

\e)

"lfc o c>=a/f =14¡g,t =46,7pu1

,, INV (0,3)(4?6)[?? 28(5OO)/r2ltlg = 7n = 674 Btu,/min

Fts. lt-10

2000, N:4761b
2000/14 : 143 lb
movimiento de las agujas del reloj, la suma de momentos al¡ededor de la

(1,5)(113) + 36¡- (14)(476) : 0, F: 1?9 lb

(c) Para rotación en sentido contrario al del movimiento de las agujas del reloj, la suma de momentos al¡ede-
dor de Ia articulación es iqual a cero:

(14) (476) + (1,5) (143) 
- 36F : 0, F : lel lb

(d) Para que sea autocerrante, lo cual puede ocu¡rir únicamente cuando el tambor gira en el sentido del movi-
miento de las agujas del reloj,

2. Un freno de bloque de doble zapata, como el que se muestra en la figura 15-11, tiene una fuerza de
300 lb aplicada en el extremo de la palanca de operación. Determinar el momento que puede sopor-
tar el freno si la rotación del tambor es en el sentido del movimiento de las agujas del reloj y el coe-
ficiente de rozamiento es 0.3.

Primero se considera la palanca de operación como un cuerpo
tal y vertical de las fuerzas que actúan sobre las uniones A v B del
mentos cuando sea necesario.

libre y se evalúan las componentes ho¡izon-
pasador, tomando la suma de fuerzas y mo-
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Flc' l¡-u

At = nfl, Av -Bv-300 = 0, gBf= 300(80) o Bfl = rt2b lb

En seguida se considera el eslabón BC como un cuerpo libre y se hacen nuevas evaluaciones de las fuerzas
horizontal y vertical que actúan en las uniones B y C del pasador.

gil -- cfl, ev = cv, +4Bv = aBfl o Bv = 204,s lb

Finalmente, se consideran las palancas izquierda y derecha de la zapata como cuerpos libres y se deter-
minan las magnitudes de Ias fuerzas normales sobre las zapatas izquierda y derecha. Tomando la suma de

momentos alrededor de la articulación de la palanca izquierda,

NL(32)-(0,3 Nr)(8)-1125(67)-504,3(6).= 0, N¿ = 2Gso tb

Tomando la suma de momentos alrededor de la articulación de la palanca derecha;

Np(32) + (0,3Np)(8)- 1125(67) + 204,3(6) = 0, Nn = 2tso t¡

El momento de frenado es

cvt

r = (0.3)(2650+2r5o)t6/2) = 4320 lb-pie
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Un freno simple de banda tiene el ramal tirante
ángulo de abrazamiento es de 280,' alrededor de
sostiene un momento de 1500 lb-pul a 900 rpm y
las tensiones requeridas en la correa.
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de la banda r¡nido a una articulación fija. El
un tambor de 18 pulgadas de diámetro. Si se

el coeficiente de rozamiento es 0,2 determinar

4.

Solución:
De F7/ F2 - 

"lo = "(o'z\zeot/tao) = eo'ea = 2,665 y 9(Fr-Fz) = 1500 obtenemos

F1 : 266,51b y F2 : 100 lb

Un freno dil'erencial de banda tiene una fuerza de 50 lb
aplicada en el extremo de la palanca, como muestra la
figura 15-12. El coeficiente de rozamiento es 0,4.

(a) Si se aplica al tambor un momento de 400 lb-pul en
el sentido del movimiento de las agujas del reloj, de-
terminar las fuerzas máxima y mínima en la banda.

(b) ¿Cuál es el momento máximo que puede soportar el
freno si la rotación del tambor es en el sentido con-
trario al del movimiento de las agujas del reloj?

Solución:
(o) Pa¡a una rotación en el sentido del movimiento de las agujas

del reloj se debe verificar si el freno es autocerrante. El freno
es autocer¡ante si b/a ! e[a, donde e/o = eo'ar= 3,5.

Aqui br/o : 4/2 : 2, que es menor que 3,5; por tanto el
f¡eno es autocerrante y FJ Fz = "lo no se aplica. Fls. 15-12

Igualando a ce¡o la suma de momentos alrededor de Ia a¡ticulación fija y utilizando la relación del
momento.

2F1+g(50)-4F2 = 0 y

obtenemos Fr:2866Ib, F2 :1533 lb.

3(¡-1 -F2) = 4000,

(ó) Para una rotación contraria al sentido del movimiento de las agujas del reloj, el freno no es autoce¡rante
y se aplica Fi/F; = "/o 

. E'ton"..

+Fi.-s(5o)-2F; = o v fit fl = "lo = B,b de donde Fr' = 116 Ib,

El momento máximo que se puede soportar es 7' : 3(116 - 33) : 249 lb-pul.

5. Para un freno de zapata simétrica presionada contra un tambor, como muestra la figura 15-13(a),
determinar: La fuerza normal resultante, la fuerza de rozamiento resultante, la localización de
estas fuerzas y el momento alrededor del centro del tambor. Suponer que el desgaste es uniforme.

Solución:
(o) Si el desgaste es uniforme, la remoción de material de la cara del revestimiento debe ser tal que el radio

de curvatura de la cara de la zapata del freno sea constante e igual al radio del tambor, como muestra la
figura 15-13(b). El desgaste radial W es proporcional al producto de la presión Pnpot la velocidad V:

t/

donde K es constante pa¡a un material dado.

Una vez que ha tenido lugar el desgaste radial, un punto tal como M se mueve hasta M' para man-
tener el contacto entre la zapata y el tambor. El desplazarniento horizontal 6 del punto M es

6 -- KpnV/cos ó
Pero como D debe ser el mismo para todos los puntos, o sea constante, entonces

Pn = Ccos$
donde C : 6/XV. C es también la presión máxima, la cual se presenta en ó : 0.

F; = 33 lb

Kp-n
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(b)

Fue¡z¿ diferencial de rozamiento = fpnR d$ w

\ ^ ----l*¡?'--

Fuerza
ho¡izontal

¡esultante =

rtt = !Oenl+0)

I

I
,

- (Observar que las com-
ponentes ho¡izohtales de
las fuerzas diferenciales
de ¡ozamiento se equi-
lib¡an )

4R seni 0
sen? + 0'

(c)

Fls. 1t-r3

(ó) Como la zapata es simétrica y la presión no¡mal es simétrica, la fuerza horizontal resultante es la suma de
las componentes horizontales de las fuerzas normales diferenciales y la fuerza vertical resultante es la suma
de las componentes verticales de las fuerzas diferenciales de rozamiento. (Véanse las figuras 15-13(c) y
15_13(d).)

Fuerza horizontal resultante = N = 1C cos{) Rd$u cos/ = epq"n0 + 0\, !:"
fie(c) Fuerzave¡ticalresultante = 2J^ /(Ccosólna6cos$ = fN

(d)

(e)

La localización de la fuerza resultante N se halla con base en la simetría de la dist¡ibución de la carga: N
pasa por el centro del pasador de Ia zapata, sobre el eje horizontal de simet¡ía. (Véase la figura 15-13(c).)

La localización de la fuerza vertical /N puede obtenerse igualando el momento de la fuerza ¡esultante al
momento de las fuerzas dife¡enciales de rozamiento, alrededor de cualquier punto de referencia. Tomemos
el centro del tambor como punto de ¡efe¡encia.

fie
t'Nh = 2 I /(c cosd)R dgwR = 2f CR2w""ntr7

¿o

donde h es la distancia desde el cent¡o del tambor hasta la línea de localización de fN.

Ahora, haciendo C : n-T".rO*O¡ en la ecuación anterior, se obtiene á =

(/) El momento de la fuerza de rozamiento /N alrededor del centro del tambor es el momento de frenado ?.

7 = fNh =,r(###)
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(g) Si el pasador de la zapata está localizado a la distancia h del centro
del tambor, se puede hacer el diagrama de cuerpo libre, haciendo pa-

sar tanto Ia fuerza normal N como la fuerza de ¡ozamiento /N por el

centro del pasador de la zapata, para satisfacer la dist¡ibución de

presión pr.= C cos{. (Véase la figura 15-13(e).) El análisis de füer-
zas puede hacerse, entonces, sin tener en cuenta la distribución de

carga sobre las zapatas. Si el pasador está localizado a una distancia
diferente de la h calculada anterio¡mente, la fuerza resultante debe

aún pasar por el centro del pasador, aunque la hipótesis Pn= C cosó
no puede satisfacerse. Será suficiente suponer que las fuerzas compo-
nentes N y /N actúan en el centro del pasador, con lo cual no se co-
mete un error apreciable. Nota: La articulación puede estar localizada
en cualquier sitio a lo largo de la resultante de N y /N, sin afectar la
distribución de presión.
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Fig. 15-13 (e )

6. Una zapata simétrica articulada subtiende un ángulo de 90" sobre un tambor de 20 pulgadas de

diámetro. ¿A qué distancia del centro del tambor debe colocarse Ia articulación a fin de evitar un
momento de giro debido a la fuerza resultante de rozamiento, suponiendo que el desgaste es uni-
forme? Suponer que la articulación está localizada a lo largo de la fuerza normal.

Solución:
La distancia h desde el centro del tambor hasta la articulación es ñ =

11 pul.

4R sen L0
Q + sen9

7. Un freno interno del tipo mostrado en Ia figura 15-6 tiene un diámetro de 12 pulgadas. Las fuerzas

actuantes F son iguales y las zapatas tienen un ancho de 1,5 pul. Para un coeficiente de rozamien-
to de 0,3 y una presión máxima permisible de 150 psi, con 0t= 0, 0z= l31o, 0^: $Qo, o = 5

pul y c : 9 pul, determinar el valor de las fuerzas actuantes F y Ia capacidad de momento del

fren o.

Solución:
El momento de las fuerzas de ¡ozamiento alrededor de la articulación derecha es

Ip_*, f9z ^ Jp^-r,M = ''n" I ''qr"n 
0)O_acos1)d.0 _ _rL ^ lr_rcos02_ Lo""n?1zf'"f - sen9^ Jo " sen9,

: (0,3)(150)(1,5)(6) [6 + 6(0,643) - 2,5(0,766)2 | : 3400 lb-pul

El momento de Ias fuerzas no¡males alrededor de la articulación derecha es

p ura ¡0^ P wra
Mn = '!_ 

^ t ' 
""n'0 

d0 = '*4 lL1"- dsen202l = e300 lb-pul'' sen an J.- sencz

F = (Mn-M)/c = (9300-3400)/s = 656lb

La capacidad de momento de frenado de la zapata derecha es T = f pr"*r2(**#tq) = nooo to'

Paralazapataizquierda, T:1860 lb-pul, basadoenque p;:69,?psi, puestoque ,;= #ff-
Momento total : 4000 + 1860 : 5860 lb-pul. '' l

8. Un tambor de 18 pul de diámetro tiene dos zapatas que subtienden ángulos de 90' cada una. El
ancho de las caras de las zapatas es 4 pul y se están generando 4000 Btu,/min. Si la diferencia de

temperatura permisible entre la superficie del tambor y el medio ambiente es 300'F, ¿se recalentará
el freno?

Solución:
Se iguala el calo¡ que se genera al calor disipado y se halla el á¡ea necesaria A.

a000 : CA¿.4r, 4000 : (0,0008)(300)Ar Ar : 16.?00pul2 (necesaria)

donde C : 0,0008 (Btu po¡ pul2 por minuto por "F de diferencia de temperatura) para un Aú de 300"F.

Sin conta¡ el plato, el ¿á¡ea real de la superficie del tambor expuesta al aire, A, es

I : Ln (18)(4) : 113pu12. Porconsiguienteeltambor serecalentará
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Determinar el momento que puede resistir el freno simple mostrado en la figura 15-14, si el coeficiente de ro-
zamiento es 0,3. ftesp. 438 lb-pul

F = r40lb

FE. 15-14 Flg. lÍ-15

Un freno de banda utiliza una correa en V. El diámetro primitivo de la polea es 20 pul, el ángulo de la ranu-
ra es 45o y el coeficiente de rozamiento es 0,25. Para las dimensiones que se indican en la figura 15-15, deter-
minar la potencia máxima para una velocidad de 300 rpm. ftesp. l4,b HP

Un f¡eno de banda está diseñado como muestra la figura 15-16. Para el coeficiente de rozamiento utilizado,
la relación entre las tensiones de la banda es 1,75. Las correas esüín apretadas normalmente a la palanca de
operación.
(a) ¿Cuál debe ser la distancia o de modo que las bandas estén apretadas normalmente a la palanca de ope-

raci ón ?

(ó) ¿Qué potencia puede absorber el f¡eno?
.Resp. (o) 4,85 pul, (b) 8,82 HP

525 lb

Fts. 1ó-16 Fls. lt-u
Un f¡eno de doble bloque es accionado como r-ruestra la figura 15-17. El tambor gira a 80 rpm cuando se aplica
una fuerza F d,e 525 lb; el coeficiente de rozamiento es 0,3. Haciendo análisis por medio de diagramas de
cuerpo libre, determinar el momento de frenado y Ia cantidad de calor que se está generando, en Btu por mi-
nuto. Resp. T : 15.300 lb-pul, Hg : 825 Btulmrn

Refe¡i¡se a la figura 15-6. Deducir una expresión para el momento de frenado de un freno interno dispuesto
simét¡icamente.

"Fpn

10.

11.

L2.

13.

Resp. r = fu)rr**9*a-)@*+efi), donde p, =
Mn+ Mf
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Para un freno interno similar al que se muestra en la figu.ra 15-6, donde 0t= L5", 0z= L50", f : 0,35, 6:
125psi, w : 2pul, r : 6 pul, c : 10 pul y o : 5 pul, determina¡ eI momento de f¡enado.

Resp. T: 7960 lb-pul

un freno de doble bloque con zapatas de madera y tambor de hierro fundido 1¡ : 0'3) esüí dispuesto como

muestra la figura 15-18

(o) Dibujar el diagrama de cuerpo lib¡e de cada parte y señalar todas las fuerzas.

(b) Dete¡minar la fue¡za de operación F requerida para absorber 35 caballos de fuerza, con una velocidad
del tambor de 300 rpm en eI sentido cont¡ario al del movimiento de las agujas del reloj.

Resp. F: 103 lb

El freno de doble bloque que se muestra en la figrra 15-19 tiene dos zapatas de madera aplicadas a un tam-
bor de hie¡ro fundido. El coeficiente de ¡ozamiento para estos dos mate¡iales es 0,3. El tambor gira a 1500 rpm.
Determina¡ la potencia perdida en forma de calo¡. Resp. 62,3 HP

16.

Fls. 15-19
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Resortes

nf, lfsnÑO DE RESORTES se basa en las relaciones entre fuerza, momento de torsión, deforma-
ción y esfuerzo. Los resortes tienen muchas aplicaciones en relación

con el diseño de máquinas, tales como amortiguar impactos y choques por carga, almacenar energía,
mantener el contacto entre los miembros de una máquina, para dispositivos de medición de fuerzas,
para controles de vibraciones y para otras funciones relacionadas.

LOS RESORTES DE MULTIPLES HOJAS pueden ser del tipo voladizo simple, como se muestra
en la figura 16-1(a) o de hojas semielípticas, como

muestra Ia figura 16-1(á). El diseño de estos resortes se basa generalmente en las relaciones de fuerza,
deformación y esfuerzo que se aplican a vigas de resistencia constante y espesor uniforme. Tales vigas
son de perfil triangular.

Fls. 16-l

Básicamente, el resorte de múltiples hojas
puede considerarse como una placa triangular,
como muestra la figura l6-2(a), cortada en n
franjas de ancho ó, las cuales están apiladas en
forma graduada, como muestra la figura
l6-2(b). Un resorte graduado hecho de una viga
triangular se reduce a un punto en su extremo,
lo cual es satisfactorio desde el punto de vista
del esfuerzo de flexión. Sin embargo, debe dis-
ponerse de suficiente metal para soportar el
esfuerzo cortante trasversal y para proporcior ar
conexiones para Ia carga, la cual a su vez debe
soportar frecuentemente acarreamientos, em-
pujes y acciones de giro. Esto puede lograrse
añadiendo una o más hojas adicionales de lon-
gitud completa, ne, de ancho y espesor uni-
forme, sobre la pila graduada, como muestra
la figura 16-3.

190

Fic. 16-2
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Flg. 16-3 Fls. 16-4

Obsérvese que el número de hojas adicionales de longitud completa, nr, es siempre uno menos

que el número total de hojas de Iongitud completa, n. Las hojas adicionales de longitud completa no

son vigas de resistencia constante y tendrán un esfuerzo de flexión aproximadamente 50Í1. más grande

que las hojas graduactas, a menos que sean preesforzadas durante el montaje. El preesforzamiento

puede obtenerse haciendo que las hojas adicionales formen un radio de curvatura diferente al de las

hojas graduadas. Esto dejará un vacio h entre las hojas adicionales y las hojas graduadas antes del

montaje, como se muestra en la figura 16-4. Entonces, después de montadas, las hojas adicionales terl-

drán un esfuerzo inicial de signo opuesto al esfuerzo al cual estarán sometidas cuando se aplique la

carga. El vacío puede determinarse de modo que todas las hojas queden igualmente esforzadas

cuando se aplique la carga.

Si las hojas adicionales de longitud completa se instalan sin un preesfuerzo inicial, se producirá

en ellas un ESFUERZO DE FLEXION, sr, dado por

L8 FL

19l

se

F : carga total aplicada en

L : longitud del voladizo o

| : ancho de cada hoja del

bt213n" + 2ng)

el extremo del resorte, en Ib

la mitad de la longitud del resorte semielíptico, en pul

resorte, en pul

n^

: espesor de cada hoja del resorte, en pul

: número de hojas adicionales de longitud completa

: número de hojas graduadas

EL ESFUERZO DE FLEXION, sg, producido en las hojas graduadas (si éstas se montan con

h-ojas adicionales de longitud completa en las cuales no hay pre-

es fuerzo

tzFL 2"n
S,r

bt2 13n" + 2ng) 3

LA DEFORMACION DE UN RESORTE DE MULTIPLES HOJAS compuEstO dE hOJAS

duadas y de hojas

cionales de longitud completa será

12FLY = -bttl¡""-r"r,

/ : deformación en el extremo del resorte, en pul

E : módulo de elasticidad, en psi

Esta ecuación determinará la deformación si ne : O, así como también si hay hojas adicionales y

éstas son preesforzadas o no lo son.

gra-
adi-

donde
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EL ESFUERZO DE FLEXION, s, producido en resortes de hojas con hojas adicionales de longitud
completa que han sido preesforzadas, de tal forma que todas

las hojas tengan el mismo esfuerzo cuando se aplique Ia carga total (o en resortes de hojas sin hojas
adicionales) puede determinarse por

6FLs=nbf
donde s : esfuerzo de flexión, en psi z : número total de hoias

EL ESFUERZO

completa, si éstas
la figura 16-4 sea

donde h :

DE FLEXION será el mismo en todas las hojas de un resorte de múltiples hojas,
compuesto de hojas graduadas y de hojas adicionales de longitud

son preesforzadas, dándoles una forma inicial, de modo que el vacío h mostrado en

, 2FL3n = 
"br"E

vacío entre las hojas graduadas y las hojas adicionales de longitud completa, en pul

LOS RESORTES HELICOIDALES generalmente se hacen de
alambre o varilla de sec-

ción trasversal circular, como se muestra en Ia figura 16-5. Estos
resortes están sometidos a un esfuerzo cortante de torsión y a un
esfuerzo cortante trasversal. Existe además un esfuerzo adicional
debido a la curvatura de la hélice. Con el fin de tomar en cuenta
los efectos del esfuerzo cortante trasversal y de la curvatura, se
acostumbra multiplicar el esfuerzo cortante torsional por un factor
de corrección K, llamado factor Wahl.

EL ESFUERZO CORTANTE producido en un resorte helicoidal
debido a una carsa axial F es

donde

s^ = K8F2 = ysFC=
" ndo nd'

esfuerzo cortante total, en psi

diámetro medio de la bobina. en pul

K = l9- \ * o'u]t 
, llamado el factor wahl C4C _4 C

Fl8. l6-t

F = carga axial, en lb
d = diámetro del alambre, en pul

ss

D

, llamado índice del resorte

LA DEFORMAcIoN de un resorte helicoidal debida a una carsa axial F es

SFCsn
dG

donde n : número de espiras activas y : deformación axial, en pul G : módulo de rigidez, en psi

LA RAZON ELASTICA o constante elástica se define como las libras de carga por pulgada de de-
tormacron.

h=+
,Gdh = 

- 
para un resorte helicoidal sometido a carga axial

8C"n

_D
d

SFDsn\f=' ¿4G
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LA RAZON ELASTICA para resortes en paralelo que tienen
muestra en Ia figura 16-6(o), es

lr = k"+ kr+ k"

193

razones elásticas individuales' como se

LA RAZON ELASTICA para resortes en

k=

serie, como los que

1

se muestran en la figrra 16-6(á), es

L/kr+l/kr+¡¡¡"

\a) (ü)

Fls. 16-6

ALMACENADA, (Eng)", en resortes que tienen una razón lineal entre la fuerza y la
deformación y obedecen a la ley de Hooke, puede determinarse

LA ENERGIA

por la fórmula

(Enc)"=iFy o (Eng)"=iTe

Para un resorte helicoidal sometido a una carga axial F, la energía almacenada es
o

s^-
(Eng)" = 

*--:- 
lb-lul por puls

Para un resorte helicoidal sometido a una carga de torsión, la energía almacenada es

(2
(Enc)" = { lb-pul por pul3 (para alambre redondo)

(Eng)" = # 
Ib-pul por pul3 (para alambre rectangular)

Para una viga en voladizo de resistencia constante, sometida a una fuerza de flexión en su extre-

mo, la cantidad de energía almacenada está dada por la fórmula

(Eng)- = si- t¡-Pul Por Puls"68

Para un resorte en espiral sometido a una carga de torsión, Ia energía almacenada es

^2(Ens)= = ;t lb-pul por pul3

ss : esfuerzo cortante, en psi

s : esfuerzo de flexión, en psi

T : momento de torsión, en lb-pul

: módulo de elasticidad, en psi

: módulo de rigidez, en psi

: deformación lineal, en pul

: deformación angular, en radianes

E

c

v
0

donde
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LOS EXTREMOS

dra, como muestra
activas y afectan la
tabla.

RESORTES

DE Los RESORTES HELICOIDALES pueden ser simples, rebajados sim-
pres,aescua aescua-

la figura 16-7. Estas formas ocasionan una disminución espiras
longitud libre y Ia longitud sólida de los resortes, como se iguiente

Tipo de
extremos

No. total de
espiras

Longitud
sólida

Longitud
libre

Simple (n+1)d np+d,
blmple
rebajado nd np

A escuadra n+ 2 (n+ 3)d nP+3¿
Hebajado
a escrradra n* 2 (n+ 2)d np+2d

p: paso; n: número de espiras activas; d: diámetro del alambre

Extremos simples Extremos
a escuadra

Extremos
rebajados simples

Ext¡emos
rebajados a escuadra

Fts. 16-?

SE PUEDE PRESENTAR PANDEO EN RESORTES SOMETIDOS A COMPRESION,
cuando la longitud libre es mayor que 4 veces el diámetro medio, a menos que el resorte se guíe ade-
cuadamente. La carga axial crítica que causa el pandeo puede calcularse aproximadamente por Ia
fórmula

4r = kLfKL

donde 4" : carga axial que produce el pandeo, en lb
k : razón elástica de Ia deformación axial, en lb/pul
L¡ : Iongitud libre del resorte, en pul

KL : factor que depende de la relación L¡/D

Extremos articulados Extremos empotrados

Lf/D KL Lf/D KL

I
2

3

4

5

6

7

8

0,72
0,63
0,38
0,20
0,11
0,07
0,05
0,04

1

2

3

4

5

6
a

8

0,12
0,?1
0,68
0,63
0,53
0,38
0,26
0,19
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En los resortes helicoidales se pueden presentar PULSACIONES cuando se aplican cargas repetida-

mente, a una rara cercana a Ia frecuencia natural del resorte. Para evitar esta posibilidad es conveniente

que la frecuencia natural del resorte sea por lo menos 20 veces mayor que la frecuencia de la carga apli-

cada. La frecuencia natural de una espira de acero, fn, expresada en ciclos por minuto, puede deter-

minarse por Ia fórmula

. ?61.500d
tn nD'

LOS MAXIMOS ESFUERZOS PERMISIBLES EN RESORTES HELICOIDALES SOMETIDOS
A CARGAS ESTATICAS pueden determinarse con base en el límite elástico en torsión. Para cargas

estáticas se recomienda aplicar un factor de seguridad de 1,5 para la

resistencia a Ia fluencia en torsión del material. Uno de los métodos utilizados para determinar el

esfuerzo máximo producido en el resorte, consiste en aplicar únicamente la porción del factor Wahl

que corrige por el efecto del esfuerzo cortante trasversal, sin tener en cuenta la porción que hace la

corrección debida a la curvatura, ya que esta última tiene el carácter de una concentración de esfuerzos

y no es grave en materiales dúctiles sometidos a cargas estáticas.

En el factor Wahl K-_ jo-L, + 0'615 , tg=J corrige por curvatur" t g¿tr corrige por el
4C-4 C 4C-4 -

efecto del esfuerzo cortante trasversal. El empleo del valor completo de K para cargas estáticas daría por

resultado un diseño conservador. Se puede considerar que el factor Wahl está compuesto de dos sub-

factores, Ks y Kc. El subfactor de esfuerzo cortante K5, que se debe aplicar al esfuerzo medio, se pue-

de determinar, según Wahl, mediante la fórmula

( = t+ 0,5/C

que se basa en una distribución uniforme del esfuerzo cortante trasversal. Las ecuaciones para el diseño

son. entonces.

")t
1,5

LOS MAXIMOS ESFUERZOS PERMISIBLES EN RESORTES HELICOIDALES SOMETIDOS

A CARGAS DE FATIGA se determinan con base en la resistencia a la fatiga del material. Wahl

sugiere los dos métodos que se exponen a continuación' En el primer

método se emplea una línea modificada de Soderberg. A los materiales para resoftes generalmente se

les hacen pruebas de resistencia a Ia fatiga
en torsión, por medio de esfuerzos repetidos
que varían desde cero hasta un máximo.
Como se dispone de datos de ensayo para

carga libre y como los resortes generalmente

se cargan en un solo sentido, se puede ob-

tener una mayor exactitud utilizando el

diagrama modificado de Soderberg que se

muestra en la figura 16-8. El límite de fatiga
para carga libre sr.¡ se indica en un punto A
(donde el esfuerzo medio y el esfuerzo varia-
ble son iguales a ásrel). La línea trazada
desde el punto A hasta el punto B (límite de

fluencia en corte) será la línea que falla por
fatiga y se adaptará mejor a los datos de en-

sayo que la línea trazada desde la resistencia
a la fatiga con inversión del esfuerzo cortante
hasta el límite de fluencia en corte. La línea

de diseño, CD, se traza paralela a la línea AB,
con el punto D localizado en sls,/,ry. El esfuer-

zo medio s, se traza como abscisa y el es-

fuerzo variable s., como ordenada.

,, 8FD
Trd

"lt = Kg-[2 para un diseño más conservador
1<Lto Ttd,

srev

"{
Línea de falla

Fts. 1F8
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El esfuerzo variable su se puede calcular utilizando el valor completo del factor Wahl, K = K"K", o
se puede reducir K. si se dispone de información sobre la sensibilidad del material al efecto de con-
centración de esfuerzos debido a la curvatura. Unos materiales son menos sensibles que otros.

u 84,D r^-r^ D - Flmax) - F(min)su = n----;' cloncle l'u = .::---- 
2

El esfuerzo medio s, se puede calcular utilizando únicamente la porción estática del factor Wañ],
K", lo cual concuerda con la evidencia experimental.

F(max) + F(min),, = Kr# donde F; =

Con referencia al diagrama fatiga-esfuerzo, la linea AB es la línea de falla. por tanto, podemos
construir la línea CD paralela y por debajo de la línea AB, permitiendo un factor de seguridad N sufi-
cjente, con base en la resistencia a la fluencia en corte. Se puede expresar la ecuación de la línea CD.
Con el origen en G, las coordenadas de P son [1s, - ás,.¡¡, srJ; pendiente de CD : pendiente de

t^

AB: - : 
u"'t 

;ylaordenadaal origen Ct; : eG qGD 1 *o-,l"rtlN I 1",4\. 
Entoncesüys - 2rrel GB '"'\ sls - is..l I

I is,.t \ rsyr/N - ls..t\sz = -(t;:E;/(s, - ás,.¡) * ás,er(' 
"n._ á",., t

de la cual
sls

sz-sz+ 2susJs/srel

Esta última puede utilizarse como ecuación de diseño, ya que todos los puntos situados sobre la
línea CD representan una combinación de condiciones de esfuerzo variable y medio que son seguras. El
factor de seguridad puede tomarse como 1,8, nás o menos, de acuerdo con las condiciones de opera-
ción. Los valores de sr.1 no son muy completos, pero con base en fuentes de diferentes corrientes parece
que un valor de 36.000/do'2 es una buena aproximación para acero al carbono templado en aceite en
alambres de diámetros hasta de 0,62b pul.

En el segundo método sugerido por Wahl, una condición es que el límite de esfuerzos se calcule
utilizando el valor completo del factor Wahl, K. Una segunda condición es que el esfuerzo máximo,
que se calcula utilizando únicamente K", no debe sobrepasar la resistencia de fluencia del material,
dividida por un factor conveniente de Jesuridad.

Primera condición: ss(max) - s"(min) = K

donde sret : esfuerzo límite de fatiga del material
N : factor de seguridad conveniente

aD[F(max) - F(min)]
7T ¿3

Segunda condición: s"(max) = *rA#P = +
A continuación se da una tabla de los ESFUERZOS MAXIMOS PERMISIBLES en resortes helicoi-
dales de acero publicada por la Westinghouse Electric Corporation para resortes de acero SAE 6150
templados en aceite, enrollados en caliente, con tratamiento térmico después de formados.

- 
srel

,ry

Diámetro del
alambre, en pul

hasta 0,085
0,085 - 0, 185
0,185-0,320
0,320- 0,530
0,530 - 0,9?0
0,970- 1,5

Servicio pesado,
en psi

Servicio medio, Servicio liviano,
en psl en psi

60.000
55.000
48.000
42.000
36.000
3 2. 000

?5.000
69.000
60.000
5 2.000
45.000
40.000

I 3.000
85.000
?4.000
65.000
5 6.000
50.000

El servicio pesado comprende cargas rápidas y continuas, cuando Ia relación del mínimo esfuerzo
al máximo es ] o ntenos. EI servicio medio es el mismo pesado, con la diferencia que la operación es
intermitente' El servicio liviano comprende los resortes sometidos a cargas estáticas o a cargas que
varían con poca frecuencia.
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LOS RESORTES BELLEVILLE se hacen de arandelas cónicas, como Ia que se muestra en la fi-
gura16-9(o).Lasarandelassepuedenapilarenserieoenpalalelo

o en una combinación de serie y paralelo, como se muestra en la figura 16-9(b). Las fórmulas de

carga-deformación y esfuerzo-deformación para una arandela, dadas por Almen y Laszlo (Transac-

ciones de la ASME, mayo de 1936, volumen 58, No.4) son

t97

P = : :!I-: ;^;l(h -y/z)(h -y)t + ts)
$ - p2)M(do/2)

Eys = lCr& -y/D + Cztl
1r - ¡f¡tr((do/2)

P : carga axial, en lb

y : deformación, en pul

ú : espesor de cada arandela, en pul

[ : altura libre menos espesor, en pul

E : módulo de elasticidad, en psi

s : esfuerzo en la circunferencia interior, en psi

¿o : diámetro exterior de la arandela, en pul

dí : diámetro interior de Ia arandela, en pul

¡r : relación de Poisson (0,3 para el acero)

6 fdo/dí- 11'tl
nlog"(do/d)L ¿o/dí J

_ 6 f d^/di-L .-lf | ___2_____!_ Iu1 : 
"r"U/dt)Ltte,tQq 

-' )
6 fd^/d, - 11

uo = -------------:.- |-l' n\os.(d./d)L 2 J

Paralelo

Ftc. 16-9(ó)

Flg. 16-9 (¿)

Serie-paralelo
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Hallar las relaciones entre esfuerzo, fuerza y deformación para resortes de múltiples hojas.
Solución:

Considérese una viga en voladizo de ¡esistencia constante y espesor uniforme ú, como se muestra en la
figura 16-2(o), cortada en n franjas de espesor ó, apiladas de forma graduada, como muestra la figura l6-2(b).

El esfuerzo de flexión es igual en todas las secciones de la viga triangular. Vamos a suponer que esta
situación prevalece después que se han apilado las franjas, aunque esto no es completamente cierto.

"=M",FLét)r2-GFLI nbts nbt2
La deformación de una viga de resistencia constante y espesor uniforme es

FL3

2EIt^--r(nax) Ebnts

Estas ecuaciones se aplican igualmente al resorte de
puesto de dos voladizos soportados en su centro, como se

El agregar una o más hojas adicionales de longitud
completa, n", de ancho y espeso¡ constantes sobre la pila
graduada, equivale aproximadamente a tener una viga e
de ancho constante, cargada en paralelo con una viga g
de resistencia constante, como muestra la figura 16-10.
Las deformaciones en las vigas e y g son

donde S y { representan las porciones de la fue¡za total
,F absorbidas'por las vigas e y g. Como las deformaciones
son iguales, podemos igualarlas: % = Tg, es decir

F" L" _ FgL"

zEIr^"-r" = ,E\*l)e
Sean zn V n"el núme¡o de hojas giaduadas y el nú-

mero de hojás adicionales con longitud completa, respec-
tivamente. Entonces I(^u*)e = nebF/12 e llnax)f, =
ntbts/12. Remplazando estos valores en la ecuación an-

E Fo 3noFo
terior, tenemos ;-óf,e 2no . Zno

F^ L3

Y" = lE\^^*)" t Yg =

6 FeL
s¿" n^b¿'

F^ L3
I

2 EI6ax\(

TP
S. = j-jl

J,

J

D : diámetro medio de la
ss : esfuerzo de corte, en

hojas semielípticas, el cual puede conside¡arse com-
muestra en la figura 16-3.

Fls. 16-10

F = E*Fe,
18 FL

bt213n"+ 2nr)

La defo¡mación del resorte compuesto es

2. Deducir las relaciones entre esfuerzo, fuerza y
una carga axial.
Solución:

Con referencia a la figura 16-5, la componente $ de la fuerza axial F produce un esluerzo de flexión s,
dado por la fórmula

s = l6FD sgn d (despreciando los efectos de curvatura)
Ttd,"

Este esfuerzo puede despreciarse para ángulos de hélice, ¿, pequeños. La fuerza axial F produce un esfuerzo de
torsión s.r. Como T = iFD cosd" = iFD para ángulos de hélice pequeños,

donde I: carga axial, en lb;
y : deformación axial, en pul;

btsE13n"+ 2np)
deformación pára un resorte helicoidal sometido a

8FD
7Td3

espira, en pul; d : diámetro del alambre, en pul;
psl.
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Además del esfuerzo cortante de torsión hay un esfuerzo de co¡te trasve¡sal y un esfuerzo adicional debido

a Ia curvatura de la espira. Con el fin de incluir estos dos efectos en el cálculo del esfuerzo torsional, se puede

utilizar un factor K llamado factor Wahl.
.. BFDss = A-,n

nd"
-. 4C -l 0.91! 

u el índice de elasticidad C : D/d.doncle 1(=a6_a*-g

Se puede obtener una ecuación de la deformación
de un resorte helicoidal, igualando el trabajo necesario
para deformar el resorte a la energía de torsión absor-
bida por el alambre torcido. El resorte helicoidal de n

vueltas activas se desa¡rolla en una va¡illa recta de

diámetro d y longitud nnD/@os d), como se muestra
en la figura 16-11. Se puede tomar el cos d' como 1, ya

que el ángulo de la hélice es generalmente pequeño'

Entonces

trabajo que entra : energía abso¡bida Fig. 16-11

lry = Lro = L<trro¡o " y = Ln?

- ¿ - TnnD - 16 l.D2n. donde G : módulo torsional de elasticidad (psi),uomo , = n = -d"G

8 FDsn g FCs nY=-7-= dc
El valo¡ de G para un resorte de acero es aproximadamente 11,5 ¡ 166 psi'

3. Un resorte en voladizo de 35 pul de longitud está compuesto de 8 hojas graduadas y una hoja adi-

cional de Iongitud completa. Las hojas tienen un ancho de 1i pul. En el extremo del resorte se

coloca una carga de 500 lb que produce una deformación de 3 pul. Determinar el espesor de las ho-

jas y el máximo esfuerzo de flexión en la hoja adicional de longitud completa, suponiendo primero

lue ésta ha sido preesforzada de modo que el esfuerzo es el mismo en todas las hojas y luego deter-

minar el esfuerzo en Ia hoja adicional de longitud completa, suponiendo que ésta no ha sido prees-

forzada.

Solución:
r o FI3lzr t-

bts{2n, + 3no)E

adicional de longitud
ha sido preesforzada,

Si no ha sido preesfbrzada, 5o - 18 F¿ (18) (500) (35) = 48.500 psi.
bt2{2n, + 3ne) (1,?5)(0,442)2(to +S)

4. Determinar el número de espiras necesario y la deformación permisible en un resorte helicoidal

hecho de alambre de acero de l/16 pul de diámetro, suponiendo un índice de elasticidad de 6 y un

esfuerzo máximo permisible en corte de 50.000 psi. La razón de elasticidad debe ser 10 lb/pul.

Solución:

Indice de elasticidad C = +,, = jC, D = 0,375pu1, factor WahlK - 4C - L +
4c -4

s

6FL 6(500)(35)
c = _ = 

-__:- 

= J4.JUUpSI" nbt2 9(1,75)(0,442)/

t = 0,442 pttl

Si la hoja
completa

0,615
C

= 1,25.

Hallamos la fuerza y la deformación:

Para una ¡azón de elasticidad de 10

= 1.2bBr(0'375] , F:10,2Ib.' ir(I/16)"

!= o"= 1o=
T \C"n

( l,/16) (11,5 x 106)

I (63)n

""= ¡<4, bo.ooo" Trd-

n : 4I,6 espiras

lb,/pul, Ia defo¡mación debe limitarse a 1 pul.
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Diseñar un resorte helicoidal que tenga un diámetro medio de 5 pul y una rata de elasticidad de
400 lb,zpul. La carga axial total es 1900 lb y el esfuerzo de corte máximo permisible es 40.000 psi.
Solución:

El diseño exige determinar el número de espiras, n, y er diámetro del alambre, d.

Utilizando s"= K4,.on- Trd-

^ -n2
KCs = 

ssTD- _ ,40.000 z(b2) = 20? (permitido).
8¡' I ( 1900)

,D(t =-
C

Ensayemos C

Entonces d :

: 5,b en (#= + 0.6l! )cs : 2o7t (1,165 + 0,r12)(b,5)3 : 2r2, cercano a 20.,.
TU -A L

5/5,5 : 0,91; utilizamos alamb¡e de 1 pul de diámetro.

F d4G _ (14) (l l,s x 10s)
7 = 

l,e;' 
400 , h:28,8espiras

, bo.ooo = l,l84 
"#, 

d = 0,246 pul.

6. Cuando se comprime 1d pul un resorte que tiene una razón de elasticidad de 100 lb,zpul, las espi-
ras se cierran. El esfuerzo de corte permisible es 50.000 psi, el índice de elasticidad C es 0.8. los ex-
tremos son rebajados a escuadra y G : 12 x 100 psi. Calcular el diámetro del alambre, d, y el
diámetro de la espira, D, que se requieren y la rongitud del resorte cerrado.

Solución:

K = 4c-l + 0'615

4C-4 a = 1'r84'Entoncesss

D : dc : (0,246)(8) : 1,968 pul.

F_d4G_dG
f gDsn gCsn'

Longitud del resorte cerrado : (n * 2\d:

= Kgl:

100 =
(0,246) (12 x 106)

8 (83)¿

(7,22 + 2) (0,246) : 2,26 pul.

n = 7,22

7. En el fondo del hueco de un ascensor se coloca un grupo de 8 resortes idénticos en paralelo, para ab-
sorber el choque del ascensor en caso de falla. El ascensor pesa 6400 lb. Suponiendo que el ascensor
tiene una caída libre de 4 pies a partir de la posición de reposo, determinar el esfuerzo máximo que
soportará cada resorte, si los resortes son hechos de varilla de 1 pul de diámetro. Para cada resorte
el índice de elasticidad es 6 y el número de vueltas activas es 15. Despreciar cualquier efecto de con-
trapeso en el sistema y tomar G : 12 X 10tj psr.

Solución:
Energía absorbida por cada resorte : f 49l<+A +y) = iFy de la cual y :

la máxima fuerza soportada por cada resorte. 
"n$n"..

- _ BFCs_n _ sF(63)1b _ _?6.800 ^-_^ r_ r Iy = 
-¿G r(l2x10e) r-1600 quedaF:6840 lb

Ahora, utilizando K :4C--l *0,+q : t,25, obtenemos 
"^ = X8F94C-{ C -'-- -s " nd2

130.500 psi.

El extremo libre de una viga de acero en voladizo, hori-
zontal, de resistencia constante, está en contacto con un
resorte helicoidal vertical, como se muestra en la figura
16-12. El ancho de la viga en su extremo fijo es 24 pul,
la longitud de la viga es 30 pul y su espesor 0,b pul. El re-
sorte tiene 10 espiras activas de alambre de 0,b pul de
diámetro y un diámetro exterior de 4 pul. Tomar G :
12 x 106 psi.

76'800 donde F es
F-1600'

= r,25 8 (684-0) 6 
=7r(l').

8.
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(o) ¿eué fuerza Q, aplicada gradualmente en el extremo libre de Ia viga, se necesita para produ-

cir una deformación de 1,5 Pul?
(b) ¿Cuál será el esfuerzo de flexión producido en la viga en una sección localizada a una distancia

de 15 pul del extremo fijo?
(c) ¿Cuánta energía absorberá el resorte?

Solución:

Ambos resortes tienen la misma deforrnación. Para el resorte helicoidal,

8FD3n 8F(3,5)3(10)
./ = 

-. 

I,D' d"G (0,5)4(12x loe)'

Para el resorte en voladizo: y = 4E- '. L,(max)

(a) Q = 328 + 833 = 1161 lb (ó) s =

(c) Energía absorbida por el resorte helicoidal : LFy :

1,5 =

F = 3281b

F'(30)3

xso, ioul [f z4) (0,5)3/12]'

Mc ( 833 x 15) (0,25) = 25.000 Psi
I t2 (0,5)"/12

,(328)(1,5) : 246 lb-Pul

6

0,5 pul
3,5 pul

F, 833 Ib.

9. Un resorte helicoidal está colocado dentro de otro (las dimensiones son las que están tabuladas).

Los dos resortes tienen la misma longitud libre y soportan una carga máxima total de 550 lb'

Resorte exterior Resorte interior

Determinar:
(o) La carga máxima que puede soportar cada resorte' (b)

sorte. (c) El esfuerzo máximo soportado por el resorte exterior'

Solución:
Como ambos resortes sufren la misma deformación'

10

0,25 Pul
2,25 Pul

La deformación total de cada re-

Tomar G: 12 ¡ 10d psi.

No. de espiras activas
Diámetro del alambre
Diámetro medio de la esPira

8F¿D¡s.n¿ 8+D:no

' c¿\. cdt
84 (s,5)3(6) _ 8% (2,%)3(10),

G(0,5)4 G(0,%\4
F.

7

F

= 7,o8 g

: 68 lb.(¿) La solución simultánea de FU = ?,0S% y Fí * Fo

(b\ y = 8(482) Q,5)3(6) = 1,325 pul.
(12 x 10") (0,5)*

(c)c =#= r, o = Uruo-lq/q = r,2rl,

= !1loo+1Eo) = 2?b Ib,

8(215\(2\ 1400
= K" - = i-s-

- Ttd- - d3

,.8FDA ----;-
nd"

= 1,213 ryH+" = 41.?oo psi.

F", = á(4oo-150) = 125 Ib

ss=

8E,D I ( 125) (2)

", = K=; = K:- _,"

: b50 lb es F. : 482 lb,
1,

I

10. La carga de compresión aplicada a un resorte helicoidal de acero al carbono templado en aceite

varía desde 150 lb hasta 400 Ib. El diámetro medio de Ia bobina es 2 pul y se desea que el factor de

seguridad sea 1,3, basado en la variación de esfuerzos. Determinar el diámetro que debe tener el

alambre. sn" : 100.000 psi.

Solución:
Primer método.

F^

8F-Ds- = K" --{;'' - Trd"

636
= KE-

'tTd ndg
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Aho¡a resolvemos el problema por ensayo y erro¡. Ensayemos alamb¡e No. 4-0 Wy M con d : 0,3938 pul.
Entonces

c= _- 0.5= 5,07, Ks= 1+ C = 1,099,

snl = l,oge ¡ffi = 2b.2oopsi, su =

Suponiendo s(rel) = ##h = 44.400 psi, N =
S nro

0,3938

Número total de hojas : 8
Ancho de cada hoja : 2 pul

Resp. t: 0,2?4 pul

K = 19-\ * o'15 = 1,306
4c -4 c

1,306 =i+: = 13.650 psi
(0,3938) u

1,37 (satisfactorio).

Se utiliza alambre de acero al carbono templado en aceite No. 4_0.

Segundo método. Ensayar alambre No. 4-0.

= 36.800 =

sz - sr., + 2szs1,s/s{..1)

44.440

ss(max)-ss(min) - ogD[F(max):F(mini - 
s(rel)

1rd" fl

= r,306,tffi = 2z.ooo

de donde N: 1,64 (con base en la fatiga).

s^(max) = ¡^ 8DF(4ax) -s' ' s jrds

= r,oee#ffi
de donde N : 2,72 (con base en la fluencia).

N

sn,"

N

100.000

Longitud del ¡eso¡te : 20 pul
Número de hojas adicionales de longitud completa : 2

N

ll.

12.

13.

EI facto¡ de seguridad es satisfacto¡io para alambre No. 4-0.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Un resorte de hojas semielípticas sometido a una carga cent¡al de 3000 lb debe tener una longitud efectiva de
36 pul y su deformación no debe exceder 3 pul. El ¡eso¡te tiene 10 hojas, dos de las cuales son de longitud com-
pleta y todas las hojas tienen el mismo ancho y el mismo espesor. El esfuerzo máximo en las hojas no debe ex-
ceder 50.000 psi. calcular el ancho y el espesor de las hojas. Resp. b: 1l pul, f : 0,122 pul

Un resorte helicoidal para compresión está hecho de alambre de ace¡o y tiene un esfuerzo cortante permisible
de 130.000 psi, con un módulo de elasticidad en corte de 11,5 x 106 psi. El diámetro medio del ¡esorte es
5 pul y se le aplica una carga de 1100 lb. ¿Cuál deberá ser el diámetro del alambre, suponiendo que el resorte
va a estar esfo¡zado al máximo? Resp. d : 0,b pul

Calcula¡ el diámetro que debe tener el alamb¡e para un resorte helicoidal hecho con las siguientes especificacio-
nes: Diámet¡o medio del resorte : 6 pul, razón de elasticidad - b00 lb/pul, carga de trabajo : 1800 lb,
esfuerzo de diseño : 40.000 psi. fte.sp. Utilizar alambre de 1 pul

¿Qué espesor de la hoja se necesita para un resorte en voladizo diseñado con las siguientes especificaciones:
Carga sobre el resorte : 500 lb Esfue¡zo en tracción de diseño : 50.000 psi

L4.
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15. Un resorte helicoidal se coloca dentro de otro; el resorte exterior tiene una longitud tibre 112 pul mayor que la del

resorte interior. Las dimensiones de cada resorte son las siguientes:

203

Diámetro medio
Diámetro del alambre
Vueltas inactivas
Vueltas activas
Material

Resorte exterior
4 pul

á P"l
2

20

SAE 1060

Resorte interior
2j pul
1 oul

to

SAE 1O9O

t7.

Determinar la tazón de elasticidad combinada de los dos resortes, cuando se ha aplicado una carga suficiente

para deformar 2| pul el resorte exterior. Utilizar G : 12 X 106 psi. .Resp. 473 lb,/pul

16. Un resorte helicoidal de acero de 4 pul de diámetro exterior que

tiene 10 espiras activas de alambre de 0,5 pul de diámetro está

en con¡ac¡o con un resorte de acero en voladizo que tiene 6 hojas

graduadas de 4 pul de ancho y 0,25 pul de espesor, como se

muestra en la figura 16-13.

(o) ¿Qué fuerza F se debe aplicar gradualmente en el ext¡emo
superior del reso¡te helicoidal para que se produzca en el re-

sorte en voladizo una deflexión del 1 pul?

(b) ¿Cuál será el máximo esfuerzo cortante producido en el re-

sorte helicoidal?

Resp. F: 69,5 lb, s" : 6000 Psi

Fte. 16-13

Un peso W: 24C/t_ lb está soportado por medio de un resorte (o resortes),

como muestra la figura 16-14. Se desea que el peso vibre con una cierta

frecuencia natural y se ha encontrado que la razón de elasticidad necesa-

ria para obtener esa frecuencia es 1500 lb,zpul'

En un depósito de chatarra se dispone de un grupo de resortes de

ace¡o idénticos que tienen las siguientes especificaciones:
Diámetromedio:3pul
Indice de elasticidad : 6

Número de espiras activas : 8

Módulo de elasticidad en corte : 12 X 106 psi

Módulo de elasticidad en t¡acción : 30 x 106 psi

(a) ¿Cuántos resortes se deben utilizar y cómo se deben disponer para ob-

tener una razón de elasticidad tan cercana como sea posible a la
Flg. 16-1{

razén que se desea?

(b) Suponiendo que los resortes pueden modifica¡se quitándoles las vueltas que sea necesario y puliéndolos en

sus extremos, ¿cuántas espiras activas se le deben quitar a cada resorte para obtener la ¡azón de elastici-

dad de 1500 lb,/pul que se desea?

(c) ¿Cuál será el rnáximo esfue¡zo soportado por cada resorte en (o) y en (b)?

R¿sp. (a) Utiliza¡ 3 ó 4 resortes en paralelo
(b) Si se utilizan 3 resortes, cortarle una espira activa a cada reso¡te
(c) s" : 61.000 Psi en ambos casos

18. Referirse a la figura 16-15. Un resorte de hojas semielípticas tiene
una longitud efectiva de 60 pul. El asiento del resorte (punto me-

dio entre las argollas) sostiene un resorte helicoidal, al cual se le
impone una carga de impacto equivalente a 1500 lb-pie de energía.

El ¡esorte de hojas se compone de 10 hojas graduadas y 2 hojas

adicionales de longitud completa, cada una de d pul de espesor y

2 pul de ancho. El ¡esorte helicoidal está compuesto de 6 lrreltas
efectivas de alambre de 5/8 pul y tiene un diámetro medio de 4

pul. Calcular el máximo esfuerzo producido en cnda resorte.

Resp. s": 107.000 psi en el resorte helicoidal
s : 125.000 psi en el resorte de hojas

Ftg. 16-lá
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Un regulador centrífugo cargado con un resorte que tiene las dimensiones que se indican en la figura 16-16(o)requiere una fuerza del reso¡te de 42 lb para permitir la velocidad adecuada con las bolas situadas a un radio
de 5 pul' Suponer que la posición límite es la que se muestra en la figura 16-16(ó), con las bolas a T pul de radio.Pára obtener una regulación apropiada de la velocidad, la fue¡za e;ercida por el resorte en esta posición debe serde 129 lb.
(¿) Determinar la razón elástica que se requiere.
(b) Paraunesfue¡zodecortemáximode50.000psiyuníndiceelásticode0,8,determinareldiámetrodelalam-

bre y el diámetro medio de la espira que se requieren.
(c) Utilizando un módulo en corte G: 11,6 X 106 psi, determina¡ el número de lr¡eltas activas que se ne-

cesit a.

(d) Permitiendo una vuelta ineficaz en cada extremo, determina¡ la longitud libre del resorte, tal que éste que-
de cerrado en la posición que se muestra en la figu¡a f6-16(ó).

(e) ¿cuál es la longitud del ¡esorte en ia posición que se muestra en la figura 16-16(¿)?
Resp, (o) 50 lblpul (d) Longitud lib¡e : 6,68 pul

(b) d:0,25 pul, D: 2 pul (e) Longitud: b,Z9 pul
\c) n : 14,2 vueltas activas

Ft8' 16-10

Un ¡esorte helicoidal de acero al carbono tiene un diámetro medio de l,b pul y está hecho de varilla de j nul.El reso¡te tiene un índice de elasticidad 3 y está sometido a una ca¡ga alternante que oscila entre un máximo
de 1800 lb y un mínimo de 1300 lb. Si el límite de fluencia en torsión del material es 110.000 psi y el límite de
fatiga debido a la ca¡ga libre es 44.000 psi, determinar el factor de seguridad con el cual debe operar el resorte,
tanto desde el punto de vista de la fatiga, como desde el punto de vista de la fluencia.
-Resp. N : 1,82 con base en la fatiga

N : 1,58 con base en la fluencia

Un resorte para compresión se va a utilizar en un servicio donde el valo¡ máximo de la carga variable es tres ve-
ces el valor mínimo. El resorte que se especifica a continuación está disponible en almacenamiento y se debeverificar su capacidad en las condiciones de carga dadas, para determinu..i.. ¡ecomendable. Las especificacio-
nes del resorte son

El mate¡ial es acero al carbono templado en aceite, sr" : 100.000 psi
Diámetro medio de la espira : 2 pul
Dimensión del alambre : No. 4-0 : 0,g94
Espiras activas : 11; espiras inactivas :
Longitud libre del resorte : / p¡l

19.

(b)(a)

20.

21.

pul de diámetro
2 (una en cada extremo)

Tomando un factor de diseño de 1,3, con base en los esfuerzos variables, icuál es el valor de la carga máximapermisible? (Aplicar el valor completo del factor Wahl para el esfuerzo u"ri"bl" y la parte del facto¡ Wahl que
corrige por efecto del esfuerzo cortante trasversal pa¡a el esfuerzo medio.)
.Resp. -F (max) : 406 Ib

3



Capítulo 17

Fuerzas en los engranales

LAS FUERZAS COMPONENTES generalmente se determinan antes que la fuerza resultante del

engranaJe, aunque ésta se puede hallar por medio de la suma

vectorial de las componentes. Las componentes se utilizan para calcular las reacciones sobre los cojine-

tes, las dimensiones del eje, etc.

LAS 
'ERDTDAS 

poR RozAMrENto 
:;,'"Hf ;:,rT";:"J?"n..'j";:o.X':..:"H::::,,Tl.jlJI.:::

granajes operan con una eficiencia del 1009á. Existen situaciones en que debe tenerse en cuenta el roza-

miento en engranajes rectos, aunque sea pequeño; tal es el caso de la potencia que circula en un sistema

planetario.
Los tornillos sin fin y los engranajes de tornillo sin fin no son tan eficientes como los engranajes

rectos, los helicoidales y los cónicos; por tanto, usualmente se tiene en cuenta el rozamiento para deter-

minar las fuerzas componentes sobre los tornillos sin fin y sobre los engranajes de tornillo sin fin.

Las fuerzas componentes en un ENGRANAJE RECTO son (véase Ia figura 17-1):

(l) Fuerza tangencial 4 = lyl/r, donde M, : momento en el engranaje y r : radio primitivo
del engranaje.

(2) Fuerza separadora o radial Fr= 4 tan $ , donde { es el ángulo de presión.

Obsérvese que la fuerza radial siempre está dirigida hacia el centro del engranaje.

Engranaje helicoidal
F¡ = FttuÓ

Argulo de presión medi-
do en el plano perpendi' - rY¿r_=- = 4rúdolar al eje del engra- 'i
naje

Circunferencia primit¡va f,= {tenc

Circunferencia primitiva

Fig. l7-l Fie. 17 -2

Las fuerzas componentes en un ENGRANAJE HELICOIDAL se expresan en dos direcciones diferen-

tes, según como se defina el ángulo de presión. Hay dos normas: (f ) El ángulo de presión { se mide en

el plano perpendicular al eje del engranaje,y (2, el ángulo de presión {7 se mide en un plano normal

a un diente. (Véanse las figuras l7-2 y l7-3.)

205
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(1) Si el ángulo de presión se mide en un plano perpendicular al eje del engranaje, las compo-
nentes son (véase la figura 1T-2):

a. Fuerza tangencial F¡ = ill¡/r
b. Fuerza separadora Fr= F¡tan$
c. Fuerza de empuje 4 = Ft tan a

donde r : radio primitivo del engrana¡e

{ : ángulo de presión medido en un plano perpendicular al eje del engranaje
d : ángulo de la hélice medido desde el eje del engranaje

Si el ángulo de presión se mide en un
plano perpendicular a un diente, las
componentes son (véase la figura 1T-3):

a. Fuerza tangencial Ft= lilt/r

F, tan Sn

(2\

b. Fuerza separadora S =

c. Fuerza de empuje f =

cos d

F¡ tan a

donde ó7x : ángulo de presión me-
dido en un plano per-
pendicular a un diente

d : ángulo de la hélice me-
dido desde el eje del en-
gran aJe

Angulo de presión medi-
do en un plano perpen-

d¡cular a un diente

Fig. 17-3

El sentido de la fuerza de empuje depende del sentido de rotación y del sentido de la hélice. En la
figura 17-4 se muesttan cuatro combinaciones posibles del sentido de la hélice del engranaje (a mano
derecha o a mano izquierda), con diferentes sentidos de rotación y con el sentido del eÁpuje. Invirtien-
do el sentido de rotación del engranaje motor, se invertirá el sentido del empuje, 

"o-o ," muestra.

Conducido
t7 -4

\tangn
cos d

Motor Conducido Motor Conducido

Conducido Motor Motor
Fig.
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Las fuerzas componentes en ENGRANAJES CONICOS DE DIENTES RECTOS' que se muestran

en la figura 17-5(o), son:

(1) Fuerza tangencial F¡ = M¡/r.
Se considera que esta fuerza actúa en el radio primitivo medio, r'

(2) Fuerza separadora F, -- F¡ tan $
donde d es el ángulo de presión. La fuerza separadora puede descomponerse en dos compo-

nentes: La fuerza componente que actúa a lo largo del eje del piñón se denomina fuerza de

empuje del piñón, F.p, V la fuerza componente que actúa a lo largo del eje del engranaje se

denomina fuerza de empuje del engranaje, -Ú'g.

Rotación (conducido)

-- F¡tan$

= frtuó

Las tres componentes Imostradas en

a. La fuerza tangencial F¡ = ful¡/r
M¡ es el momento de torsión

b. La fuerza de empuje del piñón

Fig. 17-5(a)

la Fig. 17-5(á)l son mutuamente perpendiculares y son:

que actúa en el radio primitivo medio del piAO.t, r, donde

del piñón.
FO= Fttan{ senp, donde B es el ángulo del cono pri-

Rotación (conducido)

Engranaje

mitivo del piñón.

c, La fierza de empuje del engranaje Fn = F¡ tan { cos B'

! = !tan@ cosB

$= $tan@senp

+= \tn6senf

f = $tanó cosÉ

Rotac¡ón (motor)

Fig. r7-5(b)
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Las fuerzas componentes en ENGRANAJES coNlcos ESPIRALES son
de los engranajes cónicos de dientes rectos.

más complicadas que las

La fuerza tangencial en el radio primitivo medio r es F, = ful¡/r, donde M¿ es el momento de
torsión.

La fuerza de empuje del piñón, Fp, v Ia fuerza de empuje del engranaje, tr'g, pueden expresarse
en diferentes sentidos, según como se mida el ángulo de presión. En la figurá tZ-6'(o-hasta d) se mues-
tran las fuerzas de empuje del piñón y del engranaje, con el ángulo de presión {r, medido en el plano
normal al diente, para diferentes sentidos de la espiral (es decir, a mano izquierda o a mano derecha)
y para diferentes sentidos de rotación. Los símbolos son:

Fp : fuerza de empuje del piñón
Fg : fu"tt^ de empuje del engranaje
F¡ : fuerza tangencial que causa el momento torsor en el radio medio, r
é¿ : ángulo de presión del diente medido en el plano normal a un diente
É : ángulo del cono primitivo del piñón
/ : ángulo de la espiral del piñón

Caso I
Piñón (espiral a mano derecha)

Engranaje (espiral a mano izquierda)

Piñón

(En el sentido del movimien-
to de las agujas del reloj, mi-
rando por la derecha)

$= 4(Y##- tanTcosB)

t = q(e*;"É +tanTsenB)

+= rr(YW + tanTcosB)

*= +(uff -tanzsenB)

Fig. 17-6(o)

Caso II
Piñón (espiral a mano derecha)

Engranaje (espiral a mano izquierda)

4

+

B
Piñón

Rotación
(En sentido contrario al del
movimiento de las agujas
del reloj, mirando por la de-
¡ec h a,

Flc. 17-6 (ó)
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Caso III
Piñón (espiral a mano izquierda)

Piñón

(En el se¡tido del mov¡mren
to de las agujas del reloj. mi
rando por la dereche)

Fig. r7-6(c)

Caso IV
Piñón (espiral a mano izquierda)

Piñón

(En el sentido contra¡io al

del movimiento de las agu-
jas del reloj, mirando Por la

derecha J

Fig. 17-6(d)

El ángulo de la espiral se mide como se

f)ngranaje (espiral a mano derecha)

Engranaje (espiral a mano derecha)

209

+= rr(Y#y + tanTcosB)

'e= 4e*# -tan7""nB)

q(3#É - tanTco"p)

,r(!# +tanTsenB)

Punto medio

de Ia cara
indica en la figura l7-7.

Si las fuerzas son positivas, sus sentidos
serán Ios que se muestran en la figura; si son

negativas, sus sentidos serán opuestos a los que

se muestran.
Si el ángulo de presión { se mide en un

planr-r normal a un elemento del cono primi-
tivo, las ecuaciones dadas cor-r la figura se cam-
biarán, haciendo

tanP - 
tanÓn
cos 7

ry=

n=

7 = .\ngulo de

I '" 
*o'.",

Cur"r"tri, 
,tut 

"o,,!,

FiS. 17 -7

Arco de la espiral
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ENGRANAJE CON TORNILLO SIN FIN.

sin fin y un engranaje son:

donde ft1"nr¡anaje) :
J-

d.:

Caso I
Motor: tornillo sin fin (A mano derecha)

Rotación Q {"ng.uffi F't (tornillo sin fin)
F

{ lengranaje)
4 (tornillo sin fin¡

Fig. rZ-8(o)

Caso III
Motor: tornillo sin fin (A nano izquierda)

Rotación F,. 

-
& (engranajel 4 (to¡nillo sin lin)

4 (engranaje) 14 (tornillo sin lin)

FUERZAS EN LOS ENGRANAJES

Las tres componentes (mutuamente perpendiculares)
de la fuerza resultante que actúa entre un tornillo

sen Sn

cos Ón sen d, + / cos d

(l ) ¡iltornilro) = trl¡/r, donde 4rtorniro) : fuerza tangencial sobre el tornillo sin fin

4 : 
^o^"nto sobre el tornillo sin fin

4¡r : radio primitivo del tornillo sin fin.

(21 Ftr"ne,^n"tt = Ft,,o.-,,'-' /L- f tanu/cos'ón!
'^ill') \ tan d + /cos ér. /

fuerza tangencial sobre el engranaje
coeficiente de rozamiento
ángulo de avance del tornillo sin fin (que es el mismo ángulo de la hé-
lice del engranaje). El ángulo de avance del tornillo sin fin se encuentra
por la fórmula tan d: avance/(rDr), donde el avance es igual al
número de filetes multiplicado por el paso lineal del tornillo sin fin y
D¿ es el diámetro primitivo del tornillo sin fin. Obsérvese que el paso
lineal del tornillo sin fin es igual al paso circular del engranaje.

f¿ : ángulo de presión normal medido en un plano perpendicular a un dien-
te (generalmente 14áo para filete sencillo o doble y 20. para filete triple
o cuádruple).

, sen d,(3t Fr = { r"ng'anu¡"t ( ;;*;;i ¡ -* ) = +rt'rnitto sin rinr (

donde F7 es la fuerza separadora.

La figura 17-8 muestra las fuerzas para diferentes sentidos de rotación y diferente sentido de Ios
filetes del tornillo sin fin.

Caso II
Molor: tornillo sin fin (A mano derecha)

Fis. r7-8(b)

Caso IV
Motor: to¡nillo sin fin (A mano izqu¡erda)

4 t"n*.unuil

(tornillo sin fin)

Fig. 17-8(c) Fig. 17-8(d)
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El ángulo de presión { medido en el plano que contiene el eje del tornillo sin fin se relaciona con
el ángulo de presión {, medido en un plano normal al filete del tornillo sin fin por tan $n/cos a.

EN TRENES DE ENGRANAJES PLANETARIOS las fuerzas se obtienen aplicando las ecua-
ciones básicas de Ia mecánica, como se ilustra

en Ios problemas resueltos.
Un problema de los engranajes planetarios con derivación para circuito de control es que la po-

tencia que circula puede ser mayor o menor que la potencia de entrada. EI diseño de tales sistemas se
puede simplificar utilizando las ecuaciones apropiadas. La figura 17-9 muestra un sistema planetario
arbitrario con una derivación para el circuito de control.

La relación de la potencia que circula está dada por

7 = l(1- R)

donde r = a2/.o1, R= .ol.-si y ,-ral ! ,osr"" t* 
""t"cidades 

angulares de los elementos 1, 2 y 3,
respectivamente, que se indican en seguida.

Elemento 2 Elemento 3Elemento 1

2ll

Engranaje.N/ U=s"¡ Engranaje H
(d = r6")

t3- "

o1=1200rpm

Engranaje K
(d=4 )

20 HP

Brazo A

02 = 4800 rpm

os = 300 rpm

1tI = 6"'l
Engranaje B

6 =e")

Fig. r7-9

Separemos los tres elementos básicos del engranaje planetario, como se muestra en la figura 17-10.

El elemento 3 se define como el elemento giratorio que se proyecta del diferencial directamente
hacia el exterior del sistema (el engranaje C en este ejemplo), sin conectarse cou el circuito de control.
En algunos casos el elemento 3 será el brazo; en otros casos puede ser uno de los dos engranajes que se
proyectan del diferencial.

El elemento 1 será siempre el elemento que se proyecta desde el diferencial hacia el exterior del
sistema y está conectado al elemento giratorio 2 por medio de la derivación para el circuito de control.

El elemento 2 será siempre el elemento que tras-
mite potencia de la derivación para el circuito de con-
trol al diferencial o viceversa, pero no trasmite potencia
directamente al, o, del exterior del sistema. Así, el en-
granaje C es el elemento 3, el engranaje B es el elemento
2 y el brazo es el elemento 1, en el ejemplo escogido.

La potencia que circula, Pci¡, es

Pa, = TPs

donde / está expresado como se definió anteriormente
1l Ps es la potencia trasmitida por el elemento 3.

La potencia que circula es la potencia en Ia deri-
vación para el circuito de control (elemento 2).

Pcir= 20HP

Elemento 3

Fig. 17-lO
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l. Un piñón recto de 4 pul de diámetro tiene
aplicado un momento de 2000 lb-pul y
está acoplado a un engranaje de 10 pul
de diámetro. Determinar la fuerza tan-
gencial F¡ y la fuerza separadora F¡ e

indicar sus posiciones. El ángulo de pre-
sión es 20'.

Solució n:

Ft -- Mt/, = 2000/2 = 1000 Ib

F, = F¡ tan$ = 1000 tan 20o = 364 lb

Las fuerzas se muestran en la figura 17-ll.
Obsérvese que Ia fuerza tangencial que actúa
sobre el piñón causa un momento que balan-
cea el momento aplicado y la fuerza separa-
dora del piñón está dirigida hacia el centro
del piñón.

2. Con referencia a la figura 17-12, el engrana-
je recto A recibe 4 HP a una velocidad de

600 rpm a través de su eje y gira en el sen-
tido del movimiento de las agujas del reloj.
EI engranaje B es loco y el engranaje C es

el engranaje motor. Los dientes son de 20"

y profundidad total. (En el esquema se

muestran las circunferencias primitivas. )

Determinar: (1) El momento que debe tras-
mitir cada eje. (2) La carga que debe so-
portar cada diente, de acuerdo con la cual
se debe diseñar cada engranaje. (3) La Íuerza
aplicada al eje loco como resultado de las
cargas sobre los dientes del engranaje.

Solución:
(o) Diámetrosdelosengranajes: 4=35/q = Sipul

Dn= 65/+ = 16ü pul
Dc= a5/q = 1lü pul

(b) Momento sobre el eje del engranaje A
: (HP)(63.024)/N : 4(63.024)/600
: 420 lb-pul

Momento sobre el eje del engranaje B : 0.

Momento sobre el eje del engranaje C
: 4(63.024)/600(35,/45) : 540 lb-pul

donde el engtanaje C gfta a 600(35,/45) rpm.

Fuerza tangencial sobre el engranaje A

-- F*=tr4 - .4zo = 96 lb.
,t ta 8l

Fuerza separadora sobre el engranaje A

= FttanÓ = 96 t¿n 20o = 35Ib.

Las mismas fuerzas tangencial y separadora

actúan entre los engranajes A y B y entre los

engranajes B y C, en los sentidos que se in-
dican.

La carga que debe soportar cada diente, de

acuerdo con la cual se debe diseña¡ cada en-
granaje, es 96 lb.

FUERZAS EN LOS ENGRANAJES

PROBLEMAS RESUELTOS

" Diámetro

4 = tooo t¡

4 =sot¡

4 =estu

Fig. r7-ll

= JCF

(c )

@)

+ =sslb

4 =selu 4 =sotu

,/ Momento del
soDre el engrAnale

B 35 rbA35lb

\ 
s6,rb,r- | 

.¡se 
ru

Fuerza resultante
en el cojinete

(e)

F\g. 17-12



FUERZAS EN LOS ENGRANAJES

(f) La fuerza aplicada al eje loco del engranaje
B es la suma vectorial de las fuerzas aplica-
das al engranaje B por los engranajes Ay C:

-,-----------_& = V(So+3b)2+(96+3b)2 = 18blb.

A un engranaje helicoidal de g pul de diámetro se le aplica un momento
de 1800 lb-pul, a través de su eje. El engranaje tiene 45 dientes. El án-
gulo de presión, medido en un plano perpendicular al eje del engranaje,
es 20u. El ángulo de la hélice es 30o. Determinar: (o) La fuerza compo-
nente tangencial F¿. (á) La fuerza componente separadora Fr. k) La
fuerza componente de empuje axial Fo. El engranaje tiene sus dientes
a mano izquierda y acopla con otro engranaje que tiene sus dientes a
mano derecha y su eje localizado exactamente encima del eje del primer
engranaje. Referirse a Ia figura 17-13.

Solución:
(a) Fr= M¡/r = LB00/4,8 = 400 rb

(b) Fr= F¡tan $ = 400 tan 20o = 146 lb
(") Fa= F¡tand, = 400 tan 30o = 231 lb

Los sentidos de las fue¡zas se indican en Ia fieura 1?-13.

Repetir el problema 3, tomando el ángulo de presión, medido en un plano
perpendicular al diente, igual a 20.. Referirse a la fieura 1?-14.

Solución:
(")\=M¿/r= 1800/4 5 = 400Ib

2t3

F+tanó-
(b) F, = -----:' cosu

- 400 tan Z0o = 168 lb
cos 30-

Fig. r7-rB

Fig. r7-I4

(") Fa = F¡taad, = 400 tan 30" = 231 lb

En la figura 17-15 se muestra un par de engranajes có-
nicos de dientes rectos que tienen una razón de velocida-
des de 4/3. El diámetro primitivo del piñón es 6 pul
y la longitud del diente 1! pul. EI piñón gira a 240 rpm.
Los dientes son de paso diametral 5 y evolvente a 14 t" .

Si se trasmiten 8 HP, determinar: (1 ) La fuerza tan-
gencial Ftr en el radio medio. (2) La fuerza de empuje
del piñón, Fp. (3) La fuerza de empuje del engranaje,
Fc.

Solución:
(a) Diámetro del engranaje : 6(4/3) : 8 pul.
(ó) Altura inclinada del cono primitivo, tr

= rff** R'" = lP;E = s purv8
(c) Radio medio del piñón

,, = Rb- jó.u,, p= s-Lts/z¡ts/sl = 2,5bput

Momento en el piñón, M¿
: (HP)(63.024)/N : 8(63.024)/240 : 2100 lb-pul

Fuerza tangencial en el radio medio, F¿

= M¡/r* = 2L00/2,55 = 825 lb.
Fuerza de empuje del piñón, ,Fp

= $ tan { sen p = 825 (ta¡ t4¡| ) G/5) = 129 lb
(g) Fuerza de empuje del engranaje, Fg

= ! tané "o:f
= 825(tan r4i")G/5) = 1?1 Ib

Las fuerzas se muestran en los diagramas de cuerpo libre.

(d)

\e)

(f)

4 = l68lb

lfú = UOo tb-pul

Fig. l7-rb
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Un par de engranajes cónicos con dientes en espiral, tienen
una razón de velocidades de 4/3. EI diámetro primitivo
del piñón es 6 pul y Ia longitud del diente es 1| pul. El pi-
ñón gira a 240 rpm. Los dientes tienen un paso diametral
de 5, con un ángulo de presión Ón ae U¡". medido en un
plano normal a un diente. El'piñón trasmite al engranaje
una potencia de 8 HP. EI piñón tiene una espiral de mano
derecha y gira en el sentido del movimiento de las agujas
del reloj (mirando hacia el vértice del cono primitivo). El
ángulo de la espiral es 7 : 30". Esto corresponde el caso I
indicado para las fuerzas en engranajes cónicos helicoida-
les. Determinar: (1 ) La fuerza tangencial F¿ en el radio
medio. (2) La carga de empuje del piñón, Fp. (31 L'a carga
de empuje del engranaje, Fn, Referirse a la figura 1?-16.

Solución:
(o) Los valores hallados en el problema 5 que son aplicables a

este problema son: Diámetro del engranaje : 8 pul; altu-
ra inclinada del cono primitivo : 5 pul; radio medio del
piñón : 2,55 pul; momento en el piñón : 2100 lb-pul;
fuerza tangencial en el radio medio : 825 Ib; sen B :
3/5;cos B:4/5.

Rotacirin 5"
(EL piñón es

el motor) Dientes a mano de¡echa

Fis. 17-rG
(ó) Fuerza de empuje del piñón Fp = rt(lA*# -hny cosB)

= rrr f**#" - (ran 30o)(4/b)] = -2s4tb.

(c ) Fuerza de empuje del engranaje ,e = ,r(:y*:#+ tan 7 sen B)

=,r, [ieu41ela + (tan 30o)(3/5)l = +483rb."'" L cos 3oo ' J

Las fuerzas componentes se muestran con sus sentidos cor¡ectos en los diagrarnas de cuerpo libre de

la figura 17-16.

Un tornillo sin fin que trasmite 9 HP a 1200 rpm acciona un engranaje que gira a 60 rpm. El diá-
metro primitivo del tornillo es 2,68 pul y el tornillo es de triple filete. El paso circular del engranaje
es 3/4 pul (que es igual al paso axial del tornillo). El engranaje tiene 60 dientes "stub" a 20". El
coeficiente de rozamiento / es 0, 10. El tornillo es de mano derecha y gira como se muestra en la fi-
gura 1?-1?. (Observar que la figura corresponde al caso I de engranaje con tornillo sin fin. Observar
además que la potencia de salida no es igual a la potencia de entrada, debido al rozamiento.) Calcu-
lar: (1) La fuerza tangencial sobre el tornillo, Fúttorniuor . Q) La fuerza tangencial sobre el engrana-
j€, Fl ("ng.,nuj"i . (3) La fuerza separadora .F|-.

4 (rornitlosin fin) =352Ib i ("ng..nuj") = 92olb

)+=zsrt¡
4 (engran¿¡¿¡ = 920Ib

Solución:
(o) Momento de torsión

Fig. 17-17

NN
ll ll

!&+ !r+

Diámetro primitivo : 2,68

en el tornillo, M¡ : (HP)(63.024),/N : 9(63'024)/1200 : 472 lb-pul'
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4rto,niilor= Mr/r = 412/(2,68/2) = 3b2 lb

= 920 lb

215

potencra

8. En la figura 17-18 se muestra un sistema
de engranaje planetario diferencial. El en-
granaje B gira a una velocidad constante,
mientras que la velocidad del engranaje H
varía para permitir variaciones en la velo-
cidad del engranaje L Sin embargo, para
este problema, consideremos que todos los
engranajes giran a velocidad constante.
Además, despréciese el rozamiento.

La potencia se aplica al engranaje B
a la vez que se aplica o se toma potencia
de los engranajes H e I. Determinar cuánta
potencia debe aplicarse o tomarse del en-
granaje H, si se suministran 3 caballos de
fuerza al engranaje B a una velocidad de
rotación de éste de 1800 rpm en el sentido
del movimiento de las agujas del reloj, vis-
to desde el lado derecho. El engranaje H es-
tá girando a 700 rpm en el sentido contra-
rio al del movimiento de las agujas del reloj,
visto desde el lado derecho. Determinar tam-
bién la potencia suministrada o tomada del
engranaje I y la velocidad angular de éste.

Todos los engranajes tienen un ángu-
lo de presión de 14 j ". Los diámetros de ios

avance/(nDu) = (3)(i)/(2,68rr¡ = 6,26g

(.-?;-*#?.r-) = s2o(

r10,8 lb

Salida de potencia

Fü 
lergrana.;e)

donde tan d :

(d)L = F+! teng,

engranajes son los siguientes:
Engranaje A: 4,0"
Engranaje B: 5,0"
Engranaje C: 7,0"

rr,*"^,,,#{#### = 352( 
)

(d, = lbo).

sen 2 go

cos 20o cos 15o - 0,1 sen 15' ) = 2s?Ib

(e) Otro método para calcular la fuerza tangencial sobre el engranaje consiste en emplear la ecuación de efi-
ciencia para engranaje con tornillo sin fin, pa¡a encontrar la potencia de salida. La eficiencia e para engra-
naje con tornillo sin fin es

e="""o'(ii##*) =o,2o'( )=os,a"';
Momento en el engranaje : (HP de salida)(63.024)/N : (g X 0,698)(69.024)/60 :6600 lb-pul

Fü1"ng,anu¡e)= IÚ¡/r = 6600/(14,34/2) = 920 Ib, igual que en (c).

nc

Fig. 17-18

Las fuerzas que se muestran en los diagramas de cuerpo libre son las fue¡zas tangenciales que causan los
momentos alrededor de las líneas medias de los ejes de los correspondientes engranajes.

tb ,3 lb

Entrada de potencia

Engranaje D: 9" (diámetro medio)
Engranaje E: 6,0"(diámetro medio)
Engranaje F: 6,0"(diámetro medio)
Engranaje G: 10,0" (diámetro medio)
Engranaje H: 12,0"
Engranaje I: 3,0"

Solución:
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Momento de torsión en el engranaje B : momento de torsión en el engranaje F:

\ _ (HP)(6:r.024) 
',ir,#n, = to5 lb_pu]

Fuerza ejercida por el engranaje E sobre el engranaje F : M¡/r = 105/3 = 35 lb.

(b) El momento alrededor del eje de los engranajes D y E debe ser cero para una velocidad constante:

FcO Rn = Frt Rt, FGDG,5) = 35(3), Fen = 23,3 Ib

donde F6¡ = fuerza tangencial ejercida por el engranaje G sobre el engranaje D, RD = radio del engrana-
jeD

Fpg = fuerza tangencial ejercida por el engranaje F sobre el engranaje E, R¿ = radio del engraná-
ieE

(c) Consideremos los engranajes C y G: F¡g R6 = FnC RC, 23,3 (5) = Fng Q,5), FnC = 33,3 Ib.

El sentido de giro es opuesto al sentido del momento de torsión ejercido sobre el engranaje H; por
tanto, la potencia debe suministrarse al eje del engranaje H, como se indica.

Potencia suministrada al engranaje H : Mil/63.024 = (33,3x0)(?00)/63.024 = 2,22 HP.

Como se suministra potencia tanto al engranaje B como al engranaje H, la potencia que se debe sa-

car en el engranaje I es (3 + 2,22) : 5,22 HP.

(d) Como la potencia se saca por medio del engranaje I, el sentido de giro debe corresponder al sentido del mo-
mento de torsión sobre el engranaje I. El sentido del momento de torsión es contra¡io al del movimiento
de las agujas del reloj, mirando de derecha a izquierda; por tanto, el giro es en el sentido contrario al del
movimiento de las agujas del reloj, mirando de derecha a izquierda.

La velocidad del engranaje I es N¡: GP)(63.021)/MI: 6,22)(63.024)/(110,8 x 1,5) : 1980 rpm.

9. Referirse a las figuras 17-9 y 17-10. El engranaje N gira a 1200 rpm en el sentido del movimiento de
las agujas del reloj, mirando de derecha a izquierda. A través de la unidad se trasmiten cinco caba-
llos de fuerza. Encontrar las potencias para las cuales se deben diseñar Ios engranajes K, E y D, su-
poniendo que no hay pérdidas de potencia debidas al rozamiento.

Solución:

Se puede obtene¡ una solución haciendo un análisis de fue¡zas convencional, pero este problema se resolve-
¡á utilizando el factor de la potencia que circula, como se discutió en la parte ¡eferente a fuerzas en engranajes
planetarios.

(¿) Primero se hace un análisis de velocidades: El engranaje K gira a l2O0(8/4) : 2400 ¡pm en el sentido con-
t¡a¡io al del movimiento de las agujas del reloj y el engranaje E también gira a 2400 rpm en este mismo
sentido; el engranaje D gira a 2400(É/4) : 4800 rpm en el sentido del movimiento de las agujas del reloj
y el engranaje B también gira a 4800 rpm en este mismo sentido.

(ó) En la unidad diferencial las velocidades angulares se pueden ob'uener rápidamente mediante la siguiente
tabla: Cálculo de las velocidades angulares (rpm)

Elemento l.
brazo A

Elemento 2,
engr. B

Elemento 3,
engr. C

Velocidad anzular
del b¡azo + 1200 + 1200 + 1200

Velocidad angular
relativa al b¡azo

0 + 3600
-3600(8,/16) 

(3/6)

Velocidad angu.lar + 1200 + 4800 + 300

Así, el engranaje C gira a 300 rpm en el mismo sentido del b¡azo.

(c) Como se definió anteriormente, el engranaje C es el elemento 3 (¿¡s: +300 rpm); el engranaje B es el ele-
mento 2 (clz: *4800 rpm) y el brazo es el elemento I (a¡r: a1200 rpm). Entonces

, = 
@, _ +4800 _ +¿ R = a7 

= t_1?90 = *o v .v _ r(l-R) _+4(l-4) _ +4' Q)r +1200 " @s +300 J / 1-r l-4

donde el signo + significa que la potencia sale de la unidad dife¡encial por medio de los elementos
2v3.
La potencia a través del elemento 2 (la potencia que circula) es P.;, = 7Ps -- +4(5) = 20 HP.

Por consiguiente los engranajes K, D y E deben diseñarse para 20 HP. Obsérvese que aunque la potencia es

(d)

(e)
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mayor que las potencias de entrada y de salida, no se puede tomar una derivación para obtener un movi
miento continuo.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Un piñón recto de 3 pul de diámetro primitivo acciona un engranaje de g pul. El eje del piñón tiene aplicado
un momento de 600 lb-pul y el ángulo de presión es 20'. Determinar la fuerza tangencial, la fuerza separadora
o radial y el momento del engranaje. Resp. F¡: 400 lb, trr: l46lb, Mf ("n*unu¡"¡: lg00 lb-pul

El tren de engranajes helicoidales que se muestra en la figura 17-19 trasmite 10 HP desde el engranaje C hasta
el engranaje A, a una velocidad de g00 rpm del engranaje C. l,a relación de velocidades total es 2. Calcular la
carga radial total y la carga de empuje total ejercida sobre el eje del engranaje B. Hallar las fuerzas tansen-
cial y separadora entre Ay By entre B y C-

Fuerza de empuje resultante : 0 r?esp. Carga radial total sobre el eje delengranaje B: 12?lb.
La fuerza tangencial ent¡e Ay B es la misma que entre B y C: 140 lb.
La fuerza separadora entre Ay B es la misma que ent¡e By C:51 lb.

Un piñón helicoidal con dientes "stub" a 20", ángulo de la hélice de 23,', diámetro primitivo de S pul y longitud
del diente de lf nul trasmite 20 HP a 10.000 rpm. Si el ángulo de presión se mide en el plano de rotación, deter-
minar la fuerza tangencial, la fuerza separadora y la fue¡za axial o de empuje. Resp 84 lb; 30,6 lb; Bb,6 lb

Referi¡se a la figura 1?-20. El engranaje A recibe por medio de su eje 6 HP a una velocidad de b00 rpm en el
sentido contrario al del movimiento de las agujas del reloj. El engranaje B es loco y el engranaje C es el engra-
naje motor. Los dientes son de 20'y profundidad total. (o) ¿Cuál es el momento de torsión ejercido sobre el eje
de cada engranaje? (b) ¿Para qué fuerza tangencial se debe diseñar cada engranaje? (c) ¿Qué fuerza se aplica
al eje loco como resultado de las cargas sobre los dientes de los engranajes?
Resp- (a)' Mtl, : 756 lb-pul, MtA : 0,Mrc: 864 lb-pul. (ó) 173 lb (igual para todos los engranajes). (c)

156 lb

Engranaje loco

l0" DiÁmetro

,10 Dientes

12.

13.

35 Dientes
Paso : 4

Angulo de hélice de 30' y dientes
a 20" y profundidad total, en el

plano de rotación

Fig. 17-19 Fig,. 17 -2O

14. Un engranaje cónico de dientes rectos a 20" y profundidad total tiene un paso de B y el ángulo del cono primi-
tivo es 37i". Si el momento en el engranaje es 6500 lb-pul, ¿cuál es la componente axial o de empuje de la fuer-
za ejercida en el diente? ¿Cuál es el diámetro medio del engranaje? ¿Cuál es la fuerza tangencial ejercida en el
¡adio medio? Resp. 297 lb; 4,86 pul; 1340 lb

15. Un engranaje cónico de 30 dientes rectos se acopla con un engranaje cónico de 60 dientes. El ángulo ent¡e los
ejes es 90". El momento de torsión en el piñón es 400 lb-pul y el radio medío d,el piñón es 2 pul. El ángulo de
presión es 20". Determinar la fue¡za de empuje en el piñón. Resp. 32,6 lb

16. Un par de engranajes cónicos de dientes rectos conecta un par de ejes a 90.. La ¡azón de velocidades es 3 a 1.
¿Cuál es el ángulo del cono primitivo de cada engranaje? Resp 18,4" para el piñón; 71,6.'para el engranaje
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Un piñón cónico espiral con la espiral a mano izquierda, gira en el sentido del movimiento de las agujas del re-

loj (mirando hacia el vértice dei cono primitivo) y trasmite 4 HP a 1200 rpm a un engranaje (caso trI de fue¡-
zas en eng¡anajes cónicos espirales). El diámetro medio del piñón es 3,00 pul. El ángulo de presión medido en

el plano perpendicular a un diente, $n es 20', el ángulo de la espiral es 20' y la ¡elación de velocidades es 2 a 1.

Determinar: (a) El ángulo primitivo del piñón. (b) La fuerza tangencial en el radio medio, F¿. (c) La fuerza
de empuje del piñón, Fh. @) La fue¡za de empuje del engranaje, Fg .

Resp. (a) B:ze,Ss;
(b) F¿ : laOlb
(c) Fb: *70 lb (en el sentido que muestra la figura del caso III)
(d) Fg - +25,8 lb (en el sentido que muestra la figura del caso III)

Un tornillo sin fin que gira a 1150 rpm acciona un engranaje. La relación de velocidades es 15 a 1. El tornillo es

de doble filete y tiene un diámetro primitivo de 3.00 pul. El paso circula¡ del engtanaje es 1¡' pul. (El paso axial
del tornillo también es lf pul y el avance es 2f pul, puesto que el tornillo es de doble filete.) El to¡nillo tiene
los filetes a mano izquierda, como se indica en el caso III de las fuerzas en engranaje con tornillo sin fin y gira

en el sentido del movimiento de las agujas del reloj, como se indica. El ángulo de presión normal es 14i" y el

coeficiente de rozamiento es 0,2. Si se suministran 10 HP al tornillo, determinar: (o) La fue¡za tangencial en

el tornillo. (ó) La fuerza tangencial en el engranaje. (c) La fuerza separadora. (d) La eficiencia. (Los sentidos
son los que se muestran en el caso IIl.) /?esp (o) 365 lb, (á) 778 lb, (c) 218 lb, (d) 50,8-c;

Con referencia a la figura 17-21, encon-
trar el momento de to¡sión en cada
uno de los dos ejes de salida, para un
momento de entrada de 1600 lb-pul,
aplicado al engranaje G. Los engrana-
jes giran a velocidad constante. Diá-
met¡o del engranaje B : 8", diámetro
del engranaje C : 6", diámetro me-
dio del engranaje D - 72", diámetro
medio del engranaje E : 6", diáme-
t¡o medio del engranaje F : 3", diá-
metro medio del engranaje G = 6".

/lesp. Momento en el engranaje B :
2130 lb-pul,
Momento en el brazo A : 3200

lb-pul

El motor de inducción de la figura 17-

22 suministra 20 HP a 1800 rpm y ac-

ciona el eje E por medio de un sistema
planetario de engranajes, permane-
ciendo estacionario el engranaje inter-
¡ro F. Hay dos engranajes planetarios
D. Determinar la fuerza tangencial en

el engranaje C y la velocidad de engra-
naje de los dientes, entre los engrana-
jes C y D. La velocidad de engranaje
es la velocidad de la línea primitiva
de los engranajes con respecto al brazo;

Fis. 17-21

Acoplamienlo flexible

18.

19.

20.

l-+ 
5" r0" --+l- 5"

Entrada de 1600 lb-pul

Fig. 17 -22
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ésta es la velocidad con que engrana el dien-
te. Suponer que la carga se reparte igualmen-
te en los dos engranajes D.
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30 Dientes

Pd = para todos los engranajes

'l'odos los en$anajes están
identificados con letras

/?esp. 70 2900 pies/min

2f. El tren de engranajes de la figura 17-23 tras-
mite 50 HP. El engranaje E se deja estaciona-
rio. El eje de entrada, A, gira a 1000 rpm. El
paso de cada engranaje es 6. El brazo que sos-
tiene los engranajes B, D y F tiene un diáme-
t¡o de 2 pul. Los engranajes están espaciados
3 pul y son de 20" y profundidad total. Con-
siderar las cargas concentradas en los centros
de los engranajes y despreciar la concentra-
ción de esfuerzos. Calcular el momento apli-
cado al engranaje E y el máximo esfuerzo cor-
tante producido en el brazo, cuyo eje es el de
los engranajes B, D y F.

/?esp. 15.750 lb-pul; 30.500 psi (momento de
flexión máximo : ,8.000 lb-oul) F\g. 17-23

Resp. R6 :70 lb; Rí :30 lb

22. El eje de entrada del tren de engranajes que se muestra en la figura 17-24 acciona el engranaje 2 a una veloci-
dad de 10rpm, con un momento de torsión de 900 lb-pul. Los engranajes 4 y 5 son de una sola pieza. Todos los
engranajes tienen dientes de forma evolvente a 20". Determinar las reacciones en los cojinetes G y H. Del eje

de salida se toma potencia por medio de un acoplamiento flexible.

Resp. R6: 70 lb, B¿ - 30 lb

E ngranaje No de dientes

12¡
60

30

4 30

50

o 40

23.

Entrada

Fig. 17-24

Referirse a la figura 17-25. Una máquina radial utiliza un
tren de engranajes epiciclo, de la forma que se muestra en
Ia figura 17-l para convertir el movimiento alternante de
los pistones en rotación del cigüeñal, el cual es colineal con el
eje estacionario X-X. Los engranajes B y E tienen 144 y 72

dientes, respectivamente y el paso diametral de todos los en-
granajes es 6. (c) Si la velocidad angular de los engranajes
B y E es cero, ¿cuántos dientes tienen los engranajes C y D?
(b) Suponiendo que la máquina produce 2l25HP cuando el
cigüeñal gira a 400 rpm, determinar, haciendo el diagrama
de cuerpo libre de cada uno de los elementos del tren, la fuer-
za tangencial que actúa en cada engranaje y la fuerza tan-
gencial necesaria para fija¡ la varilla en G. (c) Determinar
Ia fuerza necesa¡ia del pasador colocado en G, en la parte (ó),
por algún método diferente del análisis de fuerzas que se hizo
en la parte (b).

Número de dientes de C - 48

Número de dientes d.e D : 24

Fuerza entre los engranajes E y D : 63.000 lb
Fuerza entre los engranajes C y B : 31.500 lb
Fuerza en G : 42.000 ]b

Resp.

Fig. 17 -25
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24.
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En la figura 17-26 se aplica potencia al eje I y al mismo tiempo se toma o se aplica potencia a los ejes II y IIL
Si al eje I se le aplica un momento de torsión de 600 lb-pul, ¿qué momentos deben aplicarse a los ejes IIy III si
todos los engranajes giran a velocidad constante y se desprecia el rozamiento?
Resp. Momento en el eje II - 263 lb-pul

Momento en el eje III : 820 lb-pul

Diámetro B : 8"
Diámetro C: 4"
Didmetro H:5"
Diámetro J : 6"
Diámetro medio G: 12"
Diámetro medio D: 9"
Diá¡¡etro medio E: 5"
DiámetronredioF:7"

ÍrÉ' rt'zo FiE. 17-27

25. Refe¡irse a la figura 17-27. El tambor de una mezcladora de conc¡eto consume 5HP y gira a 200 rpm. Al tam-
bor están fijados dos espárragos, sobre los cuales están colocados los engranajes F. Los engranajes C y E son de

una misma pieza. El engranaje B tiene 18 dientes, el engranaje C, 75, el engranaje E, 35 y el engranaje interno
de A,65. El paso diarnetral de todos los engranajes es 1-r. Determinar la fuerza tangencial entre los engranajes

B y C y entre los engranajes E y F. Despreciar el rozarniento y suponer que cada uno de los engranajes plane-

tarios toma una parte proporcional de la carga.

rResp. FuerzaentreBy C:73,7 lb; fuerzaentre ¡ly F - ?9lb

26. Con referencia a la figura l7-28, determinar los
caballos de fuerza trasmitidos por los engranajes
C y B. Suponer que no hay pérdidas rle potencia
por rozamiento.
Resp. Potencia trasmitida por el engranaje C :

50 HP. Potencia trasmitida por el engranaje
B : 40 HP (potencias trasmitidas del en-
granaje C al engranaje D y del engranaje B
al engranaje A.)

27. En la figura 17-29 se trasmite potencia del eje A
al eje B por medio del diferencial que se muestra.
Suponiendo que no hay pérdidas de potencia debi-
do al rozamiento, determiltar: (o) La fuerza tan-
gencial entre los engranajes 2 y 3. (b) La fuerza
tangencial entre los engranajes 2 y 4. (cl El mo-
mento de torsión en el eje situado entre los engra-
najes 3 y 5. (d) El momento de torsión en C, entre
los engranajes 4 y 7. (e) La potencia en el eje coloca-
do ent¡e los engranajes 3 V 5. (/) La potencia en C,
entre los engranajes 4 y 7.

Potencia en el eje A: 6HP
Velocidad del eje A: 6()0 rpm
Diámetro del engranaje 2: 2"
Diámetro del engranaje 3: 6"
Diámetro del engranaje 4: 10"
Diámetro del engranaje 5: i ! "
Diámetro del engranaje 6: 2"
Diámetro del engranaje 7: ll7"
^Resp (c) 7875 lb (c) 23.625 lb-pul (e) 75 HP

(b) 7245 tb (d) 36.225 lb-pul (/) 6e HP
(Obsérvese la presencia de la potencia que

circula. )

IO HP

500rpm (entrada)

Engranaje B Engranaje cónico diferencial

400 rpm Engranaje E 5u0rpm

Fig. 17-28

6 HP

(Los engranajes 4 y 7 son internos)

Fig. 17-25

Fig. r7-26
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28. Repetir el problema 27, siendo los diámetros de los engranajes los siguientes: (d) 45.300 lb-pul
(e) 69HP
(/) ?5HP

Diámetro del engranaje 2: 2" Diámetro del engranaje 5: 6" Resp. (al 7250 lb
Diámetro del engranaje 3: 7 i" Diámetro del engranaje 6:2"
Diámetro del engranaje 4:Il) " Diámetro del engranaje 7:10"

29. Los datos y la figura de este problema son los mismos del problema 27. En el diseño de un engranaje, basado

en la resistencia, se debe conocer la fuerza tangencial que actúa sobre el engranaje y la velocidad adecuada del
punto de tangencia. Cuando el engranaje gira alrededor de su eje (como el engranaje 2 ó 3), la velocidad se ob-

tiene mediante V : ra, donde ¡ es el radio primitivo y o es Ia velocidad angular; cuando un engranaje hace

parte de un sistema planetario (como los engranajes 5, 6 y 7) la velocidad que se utiliza en la ecuación de ¡esis-

tencia de Lewis y en la ecuación de carga dinámica de Buckingham es la velocidad del punto de tangencia con

respecto al brazo. Esta velocidad relativa al brazo puede obtenerse de V : raga,donde ¡ es el radio primitivo
y @ga es la velocidad angular del engranaje respecto al brazo. Determinar la fuerza y Ia velocidad que deben

utilizarse en el diseño de los siguientes engranajes, con base en la resistencia: Engranaje 3, engranaje 4, engrana-
je 5, engranaje 6 y engranaje 7.

-Resp. Engranaje 3: 7875 lb, 314pies,/min Engranaje 4:7245lb, 314pies,/min
Engranajes 5, 6 y 7: 6300 lb, 304 pies/min

3O. Referirse a la figura 1?-30. EI diámetro primitivo del engranaje helicoidal A es 8,00 pul. El ángulo de presión

medido en un plano normal al diente es 20" y el ángulo de la hélice es 30". Los dientes del engranaje A son a ma-

no izquierda. El momento de torsión en el eje de salida es 1600 lb-pul. (o) Calcular las fuerzas tangencial, de

empuje y separadora en el engranaje A. (ó) ¿Cuál es el momento de flexión en la sección B-B?

Resp. (a) 400 lb, 231 lb, 168 lb (b) 3080 lb-pul

Rotación
Salida de potencia

Engranaje

Momento
(1600 lb-Pul)

Potencia de entrada

helicoidal A
(A mano
izquierda)

Fig. 17-3O

I

e

€
o

:
@
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El valor de Ia relación
sionados uno contra el

Capítulo 18

Engranajes rectos (cilíndricos)

RECTOS constituyen un medio conveniente para trasmitir potencia entre
ejes paralelos, con una relación de velocidades angulares constante.

de velocidades es el mismo que se obtendría con dos cilindros imaginarios pre-
otro y girando sin deslizar en su línea de contacto.

TERMINOLOGIA DEL DIENTE DE UN ENGRANAJE
Las partes principales de los dientes de un engranaje se denominan como se indica en la figura

18 -1.

Circunferencia de cabeza

Circu nlerencia primitiva

Circunferencia de base

Angulo de presión

Profundidad total
Altura de pie

Paso ci¡cular

Altura de cabez¿

Engranaje accionado

Fle. 18-l

222

Circunferencia de pie o de raiz
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DEFINICIONES
Paso circular P6 es la distancia desde un punto de un diente hasta el punto correspondiente

de un diente adyacente, medida sobre la circunferencia primitiva
Pc = nD/N

donde D : diámetro primitivo en pulgadas y N : número de dientes del engranaje.

Paso diameJra,l P¿ es el número de dientes de un engranaje por pulgada de diámetro'

Pd = N/O Obsérvese que P, x P¿ - n.

Línea de engranaje es una línea normal al perfil de un par de dientes engranados, en su punto

de contacto.

Angulo de presión { es el ángulo entre la línea de engranaje y la tangente común a las cir-
cunferencias primitivas.

Punto de tangencia es el punto de tangencia de las circunferencias primitivas.

Razón de las velocidades angulares (o razón de trasmisión) es la razón de la velocidad
angular del piñón a la velocidad angular del engranaje acoplado. La razón de las velocidades angula-
lares es inversamente proporcional a la razón de los números de dientes de los dos engranajes y para

el caso de engranajes rectos es también proporcional a la razón de los diámetros primitivos.

Razón de las velocidades angulares : Ng/Np : Dg/Dp

LEY FUNDAMENTAL DEL ENGRANAJE. La normal común al perfil del diente en el punto
de contacto debe pasar siempre por un punto fijo,

llamado punto de tangencia, con el fin de mantener constante la razón de las velocidades angulares
de los dos engranajes. La curva evolvente satisface la ley del engranaje y es Ia que se usa más a me-

nudo en el perfil de Ios dientes de engranajes. Frecuentemente se utiliza en el perfil de los dientes de

un engranaje, una combinación de las curvas evolvente y cicloide, para evitar interferencia. En esta

forma compuesta, aproximadamente el tercio central del perfil tiene forma evolvente, mientras
que el resto es cicloidal.

INTERFERENCIA. Con ciertas condiciones, los perfiles de lorma evolvente recubren o cortan los
perfiles de los dientes del otro engranaje. Esta interferencia se puede evitar si

el radio de cabeza máximo de cada engranaje es igual o menor que

(radio de la circunferencia de base) + (distancia entre centros)2 (sen {

PROPORCIONES DE LOS DIENTES DE ENGRANAJES NORMALIZADOS

L4r"
Compuesto

L4+
Evolvente y prof. tot.

20"

Evolvente y prof. tot.

20"

Evolvente "stub"

Altura de cabeza
1
p,d

1
p
'd

I
I

0,8
p
'd

Altura de pie mínima
1,157
p
'd

1,15?

D
'd

t,157
p
'd

I
p
'd

Profundidad total
2,t57
p
'd

2,t57
p,d

2,1,57

D
'd

1,8
p,d

Huelgo
0,1 57

p
'd

0,157
D

0,157

Pd

0,2
D
'd
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PASOS NORMALIZADOS. Los
la

de2en2y20a40,de4en4.

ENGRANAJES RECTOS

pasos diametrales normalizados que se utilizan comúnmente son:
2, de l/4 en l/4; 2 a 4, de l/2 en I/2; 4 a 10, de I en 1; 10 a 20,

OBJETIVOS DEL DISEÑO. EI diseño del diente de un engranaje consiste principalmente en deter-
minar el paso y la longitud del diente necesarios para obtener la

resistencia, la durabilidad y la economía de fabricación adecuadas.

RESISTENCIA DE LOS DIENTES DE UN EN-
GRANAJE - Ecuación de Lewis. Al .comenzar laacclon entre un
par de dientes que engranan, el flanco del diente motor
hace contacto con la punta del diente accionado. Des-
preciando el rozamiento, la carga total Wn es normal
al perfil del diente y se supone que es conducida por este
diente. W, la carga componente d,e Wn perpendicular a
Ia línea media del diente, produce un esfuerzo de flexión
en la base del diente. La componente radial W¡ se
desprecia. La parábola que se muestra en Ia figura 18-2
bosqueja una viga de resistencia constante. Por tanto,
la sección más débil del diente es la sección A-A, donde
Ia parábola es tangente al contorno del diente. Se su-
pone que la carga está uniformemente distribuida a

través de toda la cara del diente.
El esfuerzo de flexión producido, s, es

Ftg. lE-2

l4cs:1

v w=sb(t2/6ñ)=sóQ2/6hP)Pc
donde c : t/2,, - 6¿s/12 y M : Wh.

La relación t2/6hPc es una cantidad adimensional denominada el factor de forma y, cuyos va-
lores están tabulados en la tabla I. Este factor de forma y es una función de la forma del diente, la cual
a su vez depende del sistema de dientes utilizado y del número de dientes del engranaje.

Por conveniencia W se aproxima a la fuerza trasmitida F, la cual se define como el momento
de torsión dividido por el radio primitivo. Por consiguiente, remplazando F pot W y y por t2/6hPc,
obtenemos la forma usual de la ecuación de Lewis:

F = sbPry

Para condiciones de diseño ordinarias, la longitud del diente, ó, se limita a un máximo de 4
veces el paso circular. Haciendo b : hPc, donde h < 4,

F -- sPfky = sn2ky/pf,
En el diseño de un engranaje, basado en la resistencia, puede conocerse o no el diámetro primi-

tivo. Si el diámetro primitivo es conocido, se puede utilizar Ia siguiente forma de la ecuación de Lewis:

Pily = slcn2/F

donde s : esfuerzo permisible; h : 4, límite superior; F : fuerza trasmitida -- 2Mt/D. Luego la
expresión anterior da un valor numérico permisible de la relación Pu7T, que contiola el diseño,
puesto que se basa en un esfuerzo permisible.

Si se desconoce el diámetro primitivo, se puede utilizar la siguiente forma de la ecuación de Lewis:

donde s : esfuerzo < esfuerzo p".-i.i¡t".; 
=r'rr:":::"íl 

a" torsión en el engranaje menos resis-

6M 6Vh=IP=-EP
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tente; /r : 4, límite superior; N : número de dientes del engranaje menos resistente. Esta expresión
nos da un valor del esfuerzo producido, en función del paso diametral. El número mínimo de dientes,
N, generalmente está limitado a 15.

En los dos casos anteriores, el máximo paso diametral posible proporcionará el diseño más eco-

nómico. En general, cuando se conocen los diámetros, se diseña por el mayor número de dientes posible;

cuando no se conocen los diámetros, se diseña con los menores pasos diametrales posibles.

ESFUERZOS PERMISIBLES EN EL DIENTE. Los esfuerzos máximos permisibles en el diseño

de dientes de engranajes, dependen del material
seleccionado y de la velocidad de la línea primitiva. Para engranajes rectos,

s permisible = t^(-900 r,) para V menor que 2000 pies, min\600 + f/

/ -!?oo ., ) para V entre 2000 y 4000 piesTmin= so \1zoo + v t

/ 
-l!:) para V mayor que 4000 pies,zmin= %\ñ +vvl

donde so es el coeficiente estático unitario corregido por los valores de la concentracitin media de

esfuerzos del material del engranaje (psi) y V es la velocidad en la línea primitiva (pies/min).

VALORES DE so. T,os valores de so de diferentes materiales para engranajes están catalogados en

las publicaciones de la American Gear Manufacturers Association, en diferentes
manuales de ingeniería y en la mayoría de los textos de diseño. Los valores de s, para hierro y bronce

fundidos son 8000 psi y 12.000 psi, respectivamente. Para aceros al carbono s¿ está comprendido entre
10.000 psi y 50.000 psi, dependiendo del contenido de carbono y del tratanriento térmico. En general, se

puede tomar so como una tercera parte de la resistencia al fallar del material, aproximadamente.

DISEÑO BASADO EN EL ENGRANAJE MAS DEBIL. La cantidad de luerza que puede tras-

una runción der producro s¿/, como se expresa en la ecuació' o"Ttli.l ;ir:t:::""#J":j:Jflili5JJ
el más débil tendrá el menor valor de soy .

Cuando los dos engranajes están hechos del mismo material, el más pequeño (piñón) será el más
y por tanto, controlará el diseño.

CARGAS DINAMICAS EN EL DIENTE - Ecuación de Buckingham. Lasinexactitudesenel
perf'il del diente y en

los espaciamientos, el desalineamiento en el montaje y Ia deformación del diente producida por la carga
causan cambios de velocidad que producen luerzas dinámicas en los dientes, que son mayores que la
fuerza trasmitida. La carga dinámica F¿, aproximada por un análisis dinámico más detallado,
para condiciones medias de masa, es la propuesta por Buckingham.

F_td.
0,05V lbC + F¡ +F

o,o;V + t/-c + r
donde Fd

v

b

F

C

carga dinámica, en lb
velocidad en la Iínea primitiva, pies/min
longitud del diente, en pul

= 2Mt/D

una constante que depende de la forma del diente, del material utilizado y del
grado de exactitud con que se talle el diente. En la tabla II se han tabulado algunos
valores de C. Las curvas que indican la relación de Ios errores en los perfiles de

Ios dientes con la velocidad en la línea primitiva y con el paso diametral, se mues-

tran en las figuras 18-3 y 18-4.
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,t'¿ debe ser menor que la carga permisible de fatiga en flexión Fo donde S = sobypr. En esta
ecuación, so se basa en los valores medios de la concentración de esfuerzos.

0 (106

0,005

0,00,1

0,003

0,002

0,001

0,000

o

o

'r¡r

1000 2000

Velocidad en
3000

la línea
4000 50m 6m0 ?000 80m 9000 l0 000

primitiva, pies por minuto. (Engranajes rectos)

Ftc. r&3

o

q
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L
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0,0040

0,0030

0,0020

0,0010

0,0005

0.0000

10987654
Paso diametral de engranajes rectos (P,¡)

I
I
I

\

\
\

7-

Bngranajes tallados
.,'idadñ".--^i^

Engranajes de precision

Fls' 1E-4
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CARGAS DE DESGASTE EN EL DIENTE - Ecuación de Buckingham. Para garantizar la
durabilidad de un

par de engranajes, el esfuerzo de contacto entre los perfiles de los dientes, determinado por la carga de

desgaste Fr, no debe ser excesrvo.

donde Fu = DbbKQ

Db: diá^"tro primitivo del engranaje pequeño (piñón)
ó : longitud de los dientes de los engranajes, en pul
K : factor de esfuerzo por fatiga

y K - 
s3"( sen 

'á 
) (L/EP+ r/Eg)
t,4

donde s¿s: límite de f'atiga de las superficies de los engranajes, en psi

E¿ : módulo de elasticidad del material del piñón, en psi

Eg : módulo de elasticidad del material del engranaje, en psi

ó : ángulo de presión

EI límite de fatiga de las superficies puede calcularse por la fórmula

ses = (400) (BHN) - 10.000 Psi

donde BHN puede aproximarse al número de dureza Brinell promedio del engranaje y del piñón, con
un valor de más o menos 350 para los aceros.

La carga de desgaste F¡ es una carga permisióle que debe ser mayor que la carga dinámica F¿.

En Ia tabla III se han tabulado los valores de K para diferentes materiales y para diferentes for-
mas del diente, con valores tentativos recomendados por Buckingham.

Los procedimientos anteriores establecerán el diseño preliminar o tentativo del engranaje, pero,

como en el caso de la mayoría de diseños de máquinas, el diseño final dependerá de las pruebas de

laboratorio y de las pruebas de los engranajes funcionando a las condiciones reales de operación.

TABLA I - Factor de forma l, - Dara utilizar en la ecuación de resistencia de Lewis.

Número de
dientes

Forma evolvente o compuesta
z l4|" y profundidad total

Forma evolvente a 20" y
profu ndidad tota-

Forma evolvente
"stub" a 20"

t2
13

14
15

16
17

18
19

20
2L

23
25

27
30

34
38

43
50

60
fc

100
150

300
Cremallera

0,067
0,07 1

0,075
0,078

0,081
0,084

0,086
0,088

0,090
0,092

0,094
0,097

0,099
0,101

0,104
0,106

0, 108
0,110
0,113
0,115
0,117
0,119
0,t22
0,r24

0,0?8
0,083

0,088
0,092

0,094
0 ,096
0,098
0,100

0,102
0,104

0,106
0,108
0,111
0,114

0,118
0,t22
0,126
0,130
0,134
0,138
0,r42
0,146
0,150
0 ,154

0,099
0,103

0,108
0.111

0,115
0,1 17

0,r20
0, 123

0,r25
0,L27

0,130
0,133
0,136
0,139

0,L42
0,145

0,t47
0,151
0,154
0,158
0,161
0,165
0,1?0
0,i?5

a : 2Ns/(NP+ Ng)

Ng : número de dientes del engranaje

N¿ : número de dientes del piñón
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TABLA II - Valores del factor de deformación C - para verificar cargas dinámicas.

Materiales Diente
de forma
evolvente

Error del diente - pulgadas

Piñón Engranaje o.ooo5 o,oo 1 o,oo2 o,003

hierro fundidc

acero

acero

hierro fundidc

acero

acero

hierro fundidc

acero

acero

hierro fundido

hierro fundido

acero

hierro fundido

hierro fundido

acero

hierro fundido

hierro fundido

acero

t4L"
L4r"
L4+"

20' y profun
didad total

20' y profun
didad total

20' y profun
didad total

20' "stub"

20' "stub"

20" "stub"

400

550

800

415

570

830

430

590

860

800

1 100

1 600

830

I 140

1 660

860

I 180

1720

I 600

2200

3 200

1 660

2280

3320

t720

2360

3440

2400

3 300

+'eoo

2490

3420

4980

2580

3 540

5 160

TABLA III
Los valores de sr" utilizados en la ecuación de carga de desgaste dependen de la combinación

de los materiales del engranaje y del piñón. Aquí se tabulan los valores de ses y K para algunos ma-
teriales.

Número de dureza Brinell
promedio del piñón de acero

y el engranaje de acero

Límite
de fátiga
superficial

ses

Factor del esfuerzo de fatiga
K

t4L" zo"

150

200

250

300

400

50.000

?0.000

90.000

I 10.000

1 50. 000

50.000

70.000

90.000

50. 000

65.000

30

58

96

r44
268

44

8?

144

46

73

4L

79

131

196

366

60

119

196

62

100

Número de dureza Brinell. BHN

Piñón de acero Engranaje

150

200

250

150

200

Hierro fundido

Hierro fundido

Hierro fundido

Bronce fbsforado

Bronce fosforado

Piñón de hierro
fundido
Piñón de hierro
fundido

Engranaje de hierro
fundido
Engranaje de hierro
fundido

80.000

90.000

t52

193

208

284
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PROBLEMAS RESUELTOS
1. Un par de engranajes rectos acoplados tiene dientes de evolvente a l4!" de profundidad total y paso

diametral 2tr. EI diámetro primitivo del engranaje pequeño es 6,4 pul. Si la relación de trasmisión
es 3 a 2, calcular: (o) el número de dientes de cada engranaje, (b) la altura de cabeza, (c) la profun-
didad total, (d) el huelgo, (e) los diámetros exteriores, (/) los diámetros de pie, (g) Ia altura de pie,
(h) los diámetros de las circunferencias de base, e (i) verificar la interlerencia.

Solución:
(") Db: 6,4 pul, Dg: 6,aQ/2) : 9,6 pul, N¿ : 6,4(2,5) : 16 dientes y

(b) Altura de cabeza : I/Pd : l/2,5: 0,4 pul
(c ) Profundidad total : 2,157 / P¿ : 2,157 /2,5 : 0,862 pul
(d) Huelgo : 0,157/P¿ : 0,157/2,5: 0,0628 pul
(e) Diámet¡o exterior : diámetro primitivo + 2 x altura de cabeza

Diámetro exterior del piñón : 6,4 + 2(0,4) :7,2pul
Diámetro exterior del engranaje: 9,4 + 2(0,4\ :10,2 pul

Diámetro de pie : diámetro exterior - 2 ¡ profundidad total
Diámetro de pie del piñón : 7,2 - 2(0,862) : 5,476 pul
Diámetro de pie del engranaje : lO,2 - 2(0,862) : 8,476 pul

Altura de pie : I,L57/P¿: 1,157/2,5 : 0,462 pul

Radio de la circunferencia base : ¡adio primitivo X cos 14j"
Para el piñón: R¡ : $,4/2)(0,968) : 3,1 pul y el diámetro de la circunferencia de base : 6,2 pul
Para el engranaje: R6 : @,6/2)(0,968) : 4,65 pul y el diámetro de la circunferencia de base : 9,3 pul

La interferencia se evita si el radio de cabeza del engrana.¡e es

= ?,85.
Como el radio de cabeza del engranaje es igual a 9,8/2: 4,9, no existirá interferencia.

2. Un piñón recto de bronce (so : 12.000 psi) gira a una velocidad de 600 rpm y acciona un engra-
naje de acero fundido (so : 15.000 psi) con una razón de trasmisión de 4 a 1. El piñón tiene 16
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Ng : 5,6(2,5) : 24 dientes

\g)
(h)

dientes normales de evolvente a 20'', profundidad total
dientes de los engranajes es 3] pul. ¿Cuánta potencia se

de la resistencia?

Solución:

y paso diametral 3. La longitud de los
puede trasmitir, desde el punto de vista

En primer lugar se necesita determinar cu¿í,l de los dos engranajes es el más débil.

Número de dientes so Factor de forma soT

Piñón 16 12.000 psi 0,094 l 130

Engranaje 64 15.000 psi 0,135 2020

Como la capacidad del diente de conducir carga es una función del productos6y, el piñón es el engranaje

más débil.

En seguida se determina la velocidad en la línea primitiva, V, con el fin de seleccionar el factor de velo-

cidad correcto que se requiere para calcular el esfuerzo permisible: V : 1T(5,33)(600\/12 : 840 pies,/min'

Como V es menor que 2000 pies/min, el esfuerzo permisible s : 12.000 ("*U ) 
: sOOO psi. Por tanto,

la cantidad de fuerza que se puede trasmitir, de acue¡do con la ecuación de Lewis, es

sbyP" = b000 (3,b)(0,094) (ir/s) = 1722 lb.
1722(840)/33.000 : 44 HPde fuerza que se pueden trasmitir : FV/33.0O0 :

3. Un piñón recto de acero fundido (so : 20.000 psi) debe accionar un engranaje de hierro fundido
(so : 8000 psi). La razón de trasmisión debe ser de 2f a 1. El diámetro del piñón debe ser 4 pul
y se deben trasmitir 30 HP a una velocidad del piñón de 900 rpm. Los dientes deben ser de evol-
vente a 20" y profundidad total. Diseñar para el mayor número de dientes. Determinar el paso

diametral necesario y la Iongitud de los dientes de los engranajes, únicamente con base en Ia re-

s iste ncia.

Solución:
En primer lugar se debe determinar cuál de los dos engranajes es probablemente más débil, suponiendo
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arbitrariamente los números de dientes (por ejemplo 15 y 35), de manera que satisfagan la razón 2{ a 1. En-
tonces, paraelpiñón, so¡r: 20.000(0,092) : 1840yparaelengranaje, soy: 8000(0,f19) :952;probáblemente
el engranaje es más débil que el piñón, puesto que 952 es menor que 1840.

Db: 4 pul, Dg : 9fpul. Como se conocen los diámetros, se utiliza la siguiente forma de la ecuación
de Lewrs: rJr = skn2/F

Momento trasmitido por el piñón : 30(63.000),/900 : 2100 lb-pul. Fuerza trasmitida F - 2L00/2 :
1050 lb.

Velocidad en la línea primitiva, V : 41T(900)/12 : 942 pies,/min. Esfuerzo permisible
/ c¡¡ \s = sooo(u¡f,j!72/ = 3110 psi.

fJt = SLLO(4)T2/LO50 = tt?, permisibte

Supongamosy = 0,1, P = \Ti7- 3. Ensayemos PU:3; entonces Ng: 3(9+):28dientes, y __ 0,712
(de la tabla) y P;h' : 9/0,112 : 80,4; por consiguienle el engranaje es"suficientémente resistente.

Un P¿ de 4 ó 5 no puede utilizarse debido alarazón de velocidades que se necesita.ÍJn P¿ de 6 daría un
engranaje demasiado débil. Por tanto reducimos k a h : 4(80,4/117\ : 2,75. Entonces b :2,15(n/3) :
2,88 pul.

Utilizaró - 2fnul, PA:2, Nb : 12, Ng - 28.

Po¡ último, hagamos una verificación final para determinar el engranaje más débil, con base en los nú-
meros de dientes escogidos: Para el piñón, s6y : 20.000(0,78) : 1560; para el engranaje, seJ : 8000(0,112) :
896(más débil).

4. Un engranaje recto de bronce (se : 12.000 psi) debe accionar un piñón de acero dulce (so : 15.000
psi). La relación de Ias velocidades angulares debe ser 3| a 1. El ángulo de presión debe ser de 14|".
Determinar los menores diámetros de los engranajes que se pueden utilizar y la longitud del diente
necesaria para trasmitir 6 HP a una velocidad del piñón de 1800 rpm. Diseñar con base en la resis-
tencia, únicamente. Ninguno de los dos engranajes debe tener menos de 15 dientes.

Solución:
N¿ mínimo : 16 dientes para una razón de velocidades angulares de 3!. Entonces No : 16(3r) : 56

die ntes.

Para el engranaje, sey : 12.000(0,112) : 1340; para el piñón, s6y : 15.000(0,081) : 1220. Por consi-
guiente el piñón es más débil.

El momento de torsión M¿ : 6(63.000)/1800 : 210 lb-pul. Como los diámetros son desconocidos, el es-
fuerzo producido es

s = zMrPJhn2yN = 2(2lo)Pd3/47T2 (0,081)(16) : B,'Jp;

Supongamos el esfuerzo permisible s = js6 - l5.OO0/2: 7500 psi; esta suposición permite determinar un
P¿ aproximado. Entonces P; - 7500/8,25 y P¿ = 10.

Ensavemos P¿: l0; entonces Db: t6/lo: 1,6 pul, y: r,6zr(1800)/12:7b4 pies/min, s permisi-

ble:15.000(uqar-*-)-ti640psiysproducido:8.23(103):8230psi.Elpiñónesdébil.puestoque8230>6640.

Ensayemos un diente más resistente, P¿: 9; entonces D¡: 16/g: 1,78 pul, V: 1,787T(1800)/12:

838 pies,umin, s permisible : 1b.000(-3%*): 6260 psi y s producido : 8,23(93) : 6000 psi. Ahora el piñón

es ligeramente más resistente que lo necesario. Por tanto reducimos h a k : 4(6000/6260) : 3,83; entonces la
longitud del diente b : 3,83(jr/9) : 1,34 pul.

Utilizar P¿: 9, ó: 1|nul, D.p: 1,78ptJ, Dg: r,1l(S,sl: 6,23puI.

5. Un piñón de acero fundido (so : 15.000) que gira a 900 rpm debe accionar un engranaje de hierro
fundido (so : 8000) que gira a 144 rpm. Los dientes son "stub" de evolvente a 20" normales y la
máxima potencia que se debe trasmitir es 35 HP. Determinar el paso diametral adecuado, el nú-
mero de dientes y la longitud de los dientes de estos dos engranajes, desde el punto de vista de la re-
sistencia, la carga dinámica y Ia carga de desgaste. La superficie del piñón tiene una dureza de
250 BHN.
Solución:

Los diámetros de los engranajes son desconocidos. El número de dientes se supone, escogiendo un número
no menor de 15 para el piñón. Obsérvese que el número mínimo de dientes que puede tener el piñón es 16, para
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que se satisfaga la relación de trasmisión requerid r; el engranaje tendrá, entonces, 16(900/144) : 100 dientes.

Para el piñón, s6y : 15.000(0,115) : 7725; para el engranaje, s¿1 : 8000(0,161) : 1288. EI engranale es

más débil que el piñón, puesto que 128€ < 1725. Como los diámetros son desconocidos, se puede utilizar la fbr-
ma de la ecuación de Lewis expresada en función del momento y el diseño se hará con base en el engranaje.

M¡ : 35(63.000)/144: 15.300 lb-pul . Para el diseño de prueba inicial, tomemos h : 4. Entonces el

esfuerzo producido es

s = 2Mfd3/hr'TNo 2 (15.300) Pu"/4n'(0,161) (100) = +8P¿"

Supongamoselesfuerzopermisible s- js¿:8000/2:4000psi. Entonces PU3- 4DOO/+8y P¿= 4 ó 5.

Desde el punto de vista de la economía es conveniente utilizar el mayor paso diametral posible; entonces enso-

yaremos Pa : 5.

Para P¡ : 5: Do - 100/5 - 20 pul, V - 20n(144)/12: ?54 pies,/min, esfuerzo permisible s :
I ^^: \ o

8000 (6¡#+84) : ss+O psi, esfuerzo producido s : 48PU3 : 48(53 ) : 6000 psi. El engranaje es demasiado

débil puesto que 6000 > 3540. Ensayaremos ahora el diente normalizado inmediatamente mayor, que tiene un
Pa: 4.

Pala P¿ : 4: Do : l0O/4: 25 pul, V : 25n(144)/72: 943 pies,/min, esfuerzo permisible s :
8000 l===q-Qg:\ : gta psi, esfuerzo producido s : 48(4s) : 3080 psi. Así, para P¿: 4, el engranaje será

\600+943/
Iigeramente más résistente que lo necesario. Reduciendo h a k : 4(3080/3110) : 3,96, la longitud necesaria del
diente, b : kPc : 3,96(iT/4) : 3,11 pul. Entonces, desde el punto de vista de Ia resistencia, se debe utilizar
Pa: 4 y ó : 3f pul.

En seguida se verifica el diseño tentativo desde el punto de vista de la carga dinámica y de los efectos de

desgaste. La carga de fatiga a la flexión F9 y la carga de desgaste F¡1 son valores permisibles.

Fo = sobyP, = 8000(3,125)(0,161)(1r/4) : 3160Ib

F, = DpbKQ = a(3,125)(196)(172'5) : 42251b

donde D¿:25(144/900):4pul, K:196, delatablatrI, Q=2Ng/(Ng+Np):2(100),(100+ 16):172'5.

Tanto F6 como F¡ deben ser mayores que F¿.

¡'
'd.

0,05Y(óC+F) +F
0,05Y + \tCC- F

donde V: 943 pies/min, b : 3,125 pul y f : M¡/(LD) : 15.300/12,5: 1224 lb. De ]a figrrra 18-3 encon-

tramos que para V : 543 pies,/min se puede tolerar un error de 0,0028 pul, desde el punto de vista del ruido.

Con referencia a la figura 18-4, ensayemos un engranaje comercial de primera clase que tenga un error de 0,0025

pul para Pa: 4. Entonces, de la tabla II, C: 2950. Remplazando los valores en laecuación anterior, obtene-

mos F¿ : 4520 lb. Por tanto tr', : 4225 < 4520 y Fo:3160 < 4520; es decir que el diseño será inaceptable

tanto desde el punto de vista de la durabilidad o el desgaste, como desde el punto de vista de la resistencia.

Debemos escoger, entonces, un engranaje cuidadosamente tallado, digamos uno que tenga un error de

0,0012 pul, como indica la figura 18-4; de aquí obtenemos un valor de C de 1416. Recalculando F¿ para C :
1416, encontramos F¿ : 3394. Ahora Fp : 4225 > 3394 y Fo:3160 - 3394 (79n de diferencia) y el dise-

ño probablemente será satisfactorio, sin necesidad de utilizar un engranaje tallado con más precisión.

6. Un piñón de acero de 3 pul de diámetro (s6 : 20.000 psi) acciona un engranaje de hierro gris de

9 pul de diámetro (so : 12.000 psi). EI piñón gira a 1200 rpm y trasmite 6 HP. Los dientes son

"stub" a 20". Determinar el mayor número de dientes (para proporcionar el funcionamiento más

suave y el tallado más barato) y la longitud del diente adecuados. Basar el diseño en la ecuación de

resistencia de Lewis. Se seguirá un procedimiento diferente para resolver el problema.

Solución:
Como no se sabe cuál de los dos engranajes es más débil, se diseña¡á con base en el engranaje y se hará una

verificación final para comprobar si ¡ealmente éste es el más débil, después que se haya establecido una solución.
Compararemos la resistencia estática de seguridad a la flexión, basada en Ia ecuación de Lewis, con la carga

dinámica real oue se aDroxima utilizando el factor de velocidad de Barth.

Comparar la carga permisible Fo = "O!!Ut

con la carga real (aprox.) {, =; 
-, -:@ Iactor (le velocloaq

12.000 (47r/Pd)iry 473.000 v' Ib con
D
'd.

2t0
600/(60o + 942)

P2-d.

= 540 lb.

Si y se aproxima a 0,1, PU = tf llS.OO0(0,1),/540 o PU = 10
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Ensavemos P¿: r0: Ng : 90, y : 0,160 y Fo : 4?3.000(0,160) /102 : ?58 lb (demasiado fuerte).
Ensavemos un engranaje más débil, p¿ : 12: Ng : r08, y : 0,161 y Fo : b30 lb (bastante cercano a

Fd : 540 lb).

Ahora verificamos: soy para el piñón : 20.000(0,143) : 2g60
sp] paraelengranaje: f2.000(0,161): f930(elmásdébil,comosesupusoinicialmenre,.

La longitud del diente, b : 4n/12 :

7. Para resolver el problema 4 utilizaremos otra aplicación de las ecuaciones de diseño. Un engranaje
recto de bronce (s¿ : 12.000 psi) debe accionar un piñón de acero dulce (se : 15.000 psi). La razón
de las velocidades angulares debe ser Bl a 1. El ángulo de presión debe ser 14j". Deter.-inar los me-
nores diámetros de los engranajes que se pueden utilizar y la longitud del diente necesaria para tras-
mitir 6 HP a una velocidad del piñón de 1800 rpm. Diseñar con base en la resistencia, únicamente.
Ninguno de los dos engranajes debe tener menos de lb dientes.
Solución:

Número mínimo de dientes del piñón : 16, para una razón de velocidades de Bl. El engranaje tendría,
entonces 16(3á) : 56 dientes.

Ve¡ificar cuál es el engranaje más débil: para el engranaje, s¿y : 12.000(0,112) : lg40
para el piñón, s6y : 15.000(0,081) : 1220 (más débil)

Momento de torsión en el piñón : 6(69.000),/1800 : 2f0 lb_pul.

La ecuación de Lewis puede expresa¡se en función del momento de torsión, FR = sbnyR/pU = Mr.

El momento de torsión, utilizando la resistencia a ra fatiga, es Mo = %b!yn = 
t?uTl!

Pd PdQPd) /

_ 15.000(4lrlPd)zr(0,081)(16) _ 48s.000

'Put

Momentodeto¡sióndinámico¡eal M, = , , {R , ,. , =@ racror de velocidad -
Mt

Si el facto¡ de velocidad se aproxima a j, entonces 3g3.000 /p,g=21g¡t o pU=LI.

Ensayemos Pd: t}t Dp: t6/t}: 1,6 pul, y : f,6n(1800)/12 : 784 pies/min; entonces

2L0Y Ma=
600/(600 + 754)

facto¡ de velocidad

= 475 lb-pulr, = tti;$oo 
= 388 rb-pur

lo cual indica que P¿ : 10 es ligeramente débil.

Ensayemos Pd : 9, Dp : t6/9: 1,78 pul, V : 1,287r(1800)/t2 : B3B pies/min; entonces

", = *t8oo = 5261b-put y Ma= mr#*--, = b04 lb-pul

lo cual indica que P¿ : 9 es ¡esistente.

Reducir la longitud del diente de b : 4n/p¿ a b : 4vg04/526)/g: 1,84 pul; utilizar rf nul.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Un piñón recto de acero (s¿ : 30.000 psi) debe accionar un engran,¡ie de acer<¡ (so : 20.000 psi). El diáme-

tro del piñón debe ser 4 pul y la distancia entre centros 8 pul. El piñón debe trasmitir 6 HP a 900 rpm. Los

dientes deben ser de 20" y profundidad total. Determinar el paso diametral y la longitud del diente necesarios

para obtener el mayor número de dientes. Diseñar únicamente con base en la resistencia, utilizando la ecuación

de Lewis.
Resp.b:*put, Pd-14

En una trituradora de piedra se deben utilizar dos engranajes rectos que han de tener un tamaño mínimo. Los

engranajes se cleben diseñar con las sigrrientes estipulaciones: Potencia trasmitida, 25 HP; velocidad del piñón,

1200 rpm; relación de las velocidades angulares, 3,5 a 1; perlil del diente, "stub" a 20"; valor de s9 para el piñón'

15.000 psi; valor de so para el engranaje, 10.000 psi. Determinar Ia longitud del diente y el paso diametral que se

necesitan, únicamente con base en la resistencia, empleando la ecuación de Lewis.

Resp. b : 2,25 pul, Pd : 5

Un par de engranajes rectos que trasmiten potencia de un motor al eje de una bomba impelente deben diseñar-

se con la distancia entre centros tan pequeña como sea posible. El piñón. de acero forjado (so : 23.000 psi),

debe trasmitir 5 HP a 600 rpm a un engranaje de acero lundido (.s6 : 15.000 psi) con una razón de trasmisión
de ala l, y se deben utilizar dientes de evolvente a 20" y prolündidad total. Determinar la longitud del diente

y el paso diametral necesarios (basado en la resistencia, únicamente), utilizando la ecuación de Lewis.

Resp. b : 1d pul, Pa : I

Un par de engranajes de una grúa debe hacerse con las siguientes especificaciones: Dientes de 20'y profundidad

total; se para el piñón : 12.000 psi, so para el engranaje : 8000 psi; N¿ : 20 dientes; Ng : 80 dientes'

(o) ¿Qué paso diametral normalizado y qué longitud del diente pueden satisfacer estas condiciones' con una

distancia mínima entre centros? Utilizar la ecuación de Lewis.

(b) Si se calcula que la carga dinámica para este par de engranajes es 760 lb, determinar si el diseño es seguro

o no, desde el punto de vista de la resistencia.

(c) Verificareldiseñoconbaseeneldesgasteolafatigadelassuperficics,silaconstantedefatigaes K:198.
Resp. (a) Pd : 5, b : 2,32 pul (utilizar 2f nul)

(b) F'o : 1650 lb, Fd - 760 lb (satisfactorio)
(c) Fr,., : 3010 lb, F¿ : 760 lb (satisfactorio)

Un piñón rect6 de acero fundido que tiene 24 dientes y funciona a 1150 rpm, trasmite 3j HP a un engranaje

de acero fundido de 56 dientes. Los engranajes deben tener las siguientes especificaciones: Paso diametral : 8,

valor de so : 15.000 psi, longitud del diente - 1zr pul, factor C' para carga dinámica : 1600, factor K para

carga de désgaste - 40. Determinar: (c) El esfuerzo producido en el engtanaje más débil, (ó) la carga dinámica,
(c) la carga de desgaste, (d) la carga estática permisible.

Iiesp. s: 5670 psi, F¿: 1330 lb, ¡; - 252 lb, I"o:848 lb.
Los engranajes son inadecuados desde el punto de vista de los efectos dinámicos y de desgaste

Para accionar una máquina envasadora se t¡tilizan dos engranajes de 20" y profundidad total, que deben tras-
mitir 5 HP con una relación de trasmisión de 2,5 a 1. El piñón funciolra a 1200 rpm. Para un diseño inicial se

ha escogido un piñón de acero forjado (s¿: 15.000 psi) y un engranaje de semiacero (so- 9000 psi). Los dos

engranajes deben ser cuidadosamente tallados y de las tablas de datos encontramos que el lactor C para carga

dinámica es 1140 y el factor K para desgaste es 156.

(a) Determinar los diámetros, la longitud del diente y los números de dientes para que los tamaños de los en-

granajes sean mínimos y con la resistencia adecuada, utilizando la ecuación de Lewis.

(b) Hallar Ias cargas dinámica y de desgaste, estableciendo si los engranajes son adecuados o no'

(c) Si los engranajes no son adecuados desde el punto de vista del desgaste y la resistencia, expresar los cam-

bios que se deben hacer.

,Resp (o) b - 1+", Pa : 8

(bl Fa: 997 lb, ¡ür: 558 lb, ib - 548 lb
(c) Los engranajes no son adecuados desde el puntci de vista de la resistencia y el desgaste, debido a que

ft es mayor que los valores permisibles Fo y Fu. Puede necesitarse uno o más de los siguientes cam-

bios: Disminuir el error del diente, disminuir el paso diametral, aumentar la longitud del diente y

cementar los engranajes
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Capítulo 19

Engranajes helicoidales

LOS ENGRANAJES HELICOIDALES se diferencian de los cilíndricos de dientes rectos en que tie-
nen los dientes tallados en forma de una hélice alrededor de

los cilindros primitivos, en lugar de ser paralelos al eje de rotación. Los engranajes helicoidales se pueden
utilizar para conectar ejes paralelos o no paralelos. El estudio de este capítulo se Iimitará a los engranajes
helicoidales que conectan ejes paralelos. En este caso, una hélice diestra engrana siempre con una
hélice siniestra. En la figura 19-1 se ve un engranaje helicoidal con la hélice siniestra.

,lt : ángulo de la hélice, en grados

F : fuerza trasmitida (fuerza que produce el momento), en lb
Fe : empuje axial : F tan ry', en lb
Pc : paso ci¡cular circunferencial, en pul
Pr" : paso circular normal, en pul
ó : longitud del diente, en pul
Pd : paso diametral, medido en el plano de rotación
Pn¿ : paso diametral normal, medido en el plano normal al diente
Obsérvese que: Pn" = Pc cos ry', Pn¿ = P¿/cosr!, Pn"x Pn¿ = n = P"P¿

Con el fin de que la cara del diente tenga siempre por lo menos un punto de contacto en la línea
primitiva, la longitud mínima del diente es

b-,- = 3-mrn hnrlt

{n medido en el plano normal, se distingue del ángulo de presión /,
medido en el plano trasversal, como se indica en la figura 1g-2, siendo

tan$n = tan$cosrtt
Fr= Empuje axial

f, = CarÉa norrnal .F = Fuerza tr¿smitida

4l ,Angulo de la hélice

L-,-J Sección B-B

Flg. 19-2

EL ANGULO DE PRESION

la relación entre ellos
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EL NUMERO VIRTUAL O FORMATIVO de dientes de un engranaje helicoidal, N¡'t" define

como el número de dientes que se tallarían en la super-

ficie de un cilindro que tuviera un radio igual al radio de curvatura en un punto localizado en el extre-

mo del eje menor de la elipse que se obtiene al tomar una sección del engranaje en el plano normal'

Nf N= c""r7
donde N : número real de dientes y rh : ángulo de la hélice.

EL DISEñO BASADO EN LA RESISTENCIA de los engranajes helicoidales puede hacerse em-

pleando métodos de diseño similares a los utili-
zados para los engranajes cilíndricos de dientes rectos. Suponiendo que la carga se distribuye lo mismo

que en los engranajes cilíndricos de dientes rectos y mirando el diente en sentido normal a Ia hélice' la

carga normal F¿ Que se utiliza en la ecuación de Lewrs es

Fn =,r&r#
Haciendo la fuerza tangencial F = Fn cos ry', y Pnd. = Pa/cosÚ,

(utilizarla cuando el paso normalizado está en el plano

normal)
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- sbyn skn2y
' = Pnd = 

Éd *rrlt

donde k :
P-:
d

l-

n sbyn cosr! skrf y cosÚ (utilizarla cuando el paso normalizado está en un plano
o I = pd ----t- 

diametral)

b/Pc timttado a un valor de más o menos 6)

paso,diametral en el plano de rotación
factor de forma basado en el número virtual o formativo de dientes. Si el ángulo de pre-

sión es normalizado en el plano normal, utilizar 1' de Ia tabla de engranajes cilíndricos

de dientes rectos. Si el ángulo de presión es normalizado en el plano diametral, utilizar

1, de la tabla de engranajes cilíndricos de dientes rectos, solamente como una aproxrma-

ción. Para este último caso se puede obtener un cálculo más exacto de y por medio de

una solución gráfíca

El esfuerzo permisible s puede tomarse aproximadamente igual al límite de fatiga del material en

carga libre, corregido por el efecto de la concentración de esfuerzos y multiplicado por un factor de ve-

s = so<:E=l esfuerzo permisible' en psi
'' 78+lV

aproximadamente una tercera parte de la resistencia al fallar el mate¡ial, en psi. Esto

incluye una corrección promedio por los efectos de la concentración de esfuerzos

I/ : velocidad en Ia línea primitiva, pies,/min

Se puede hacer un cálculo más exacto de so si se dispone de los datos relativos al límite de fatiga y

a los efectos de concentración de esfuerzos del material. Sin embargo, en vista de que existen otras apro-

ximaciones, el diseño basado en las expresiones anteriores será adecuado, puesto que también se verifica-

rá con base en la carga dinámica y en la carga de desgaste, como se explicará más tarde.

En la verificación del diseño con base en la resistencia, el diámetro primitivo puede ser conocido

o no serlo. Si se conoce el diámetro primitivo, se puede utilizar la siguiente forma de la ecuación de

Lewis: t_sokr'_cos{tefr_¡Y F '78+lv
b/ Pc
fuerza tangencial : momento de torsión,/(radio primitivo), en lb
velocidad en la línea primitiva, en pies/min

Entonces la expresión anterior proporciona un valor numérico permisíble para la relación Po'/f 9u"
controla la verificación basada en la resistencia.

Si el diámetro primitivo es desconocido, se puede utilizar Ia siguiente forma de la ecuación de

locidad:

donde so :

donde k :
F:
V:

Lewis:
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donde s : esfuerzo producido real, en psi
I : momento que resiste el engranaje más débil
N : número real de dientes del engranaje más débil

Esta expresión proporciona un valor numérico del esfuerzo producido real, en función del paso diametral.
Los anteriores procedimientos basados en el diseño por resistencia deben considerarse únicamente

como una primera aproximación para llegar a un paso y a una longitud del diente posibles, los cuales
deben verificarse luego con base en la carga de desgaste y en Ia carga dinámica.

LA CARGA LIMITE DE FATIGA EN FLEXION, Fo, se basa en la ecuación de Lewis, sin que
haya factor de velocidad.

_ soby 7T cos tfl
,o _ 

pd

donde los símbolos son los mismos utilizados anteriormente.

La carga límite de fatiga, Fo, debe ser igual o mayor que la carga dinámica F¿.

Para engranajes helicoidales LA CARGA LIMITE DE DESGASTE, Frr, puede determinarse por
medio de la ecuación de Buckingham basada en el desgaste.

donde D^ --v

o=Y

K=
ses =

F = 
DfbQK

- u cos2 tfr

diámetro primitivo del piñón, en pul
2Do 2Noó = ó ( Nb y Ng son los númerosDp*De Np+Nt t

sj"(sen{) (t/ Er+ r/Ee)/ r,4
Iímite de fatiga de la superlicie. (Véase el capítulo

reales de dientes)

18 de engranajes cilíndricos de dientes
rectos. )

La carga de desgaste límite F, debe ser igual o mayor que la carga dinámica F¿.

Para engranajes helicoidales LA CARGA DINAMICA F¿ es la suma de la carga trasmitida y el
incremento de carga debido a los efectos dinámicos:

Fd = F+ 0,05V(Cb cos2tft + F¡cos ry'

0,05V + VCó cos2 rl' + F

donde los símbolos son los mismos utilizados anteriormente. Los valores de C (que es una función de la
cantidad de error efectivo en el perfil de los dientes) pueden obtenerse en el capítulo 18, correspondiente
a los engranajes rectos.

F; debe ser ] F¿ y Fo debe ser i F¿

Obsérvese que Fo y F¿ son valores permisibles que no se pueden exceder.
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PROBLEMAS RESUELTOS
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1. Para un engranaje helicoidal, deducir una expresión del número virtual de dientes, N7, en función
del ángulo de la hélice, ry' , y del número real de dientes, N.

Solución:
La figura 19-3 muestra un diente de un engranaje helicoidal de diámetro primitivo D. Considerar la 9ec-

ción A-A en el plano normal. Esta sección se¡á una elipse, cuyo diámetro meno¡ es D. El radio de curvatura en el

punto B es

r = ,*tf 
(de la geometría analítica)

Flg. l9-3

La forma del diente situado en B será la de un diente tallado en la superficie de un cilindro primitivo de

radio r y el número de dientes de esta superficie se define como el número virtual o formativo de dientes, N/.

2rP¿ 2DP¿ N- ¿oa/ - 2cossú - cossú

,fr',W) = 3soo (Permitido)

ur= * = 2rPnd.- ,nc

2. Un par de engranajes helicoidales debe trasmitir 20 HP. Los dientes son "stub" a 20" en el plano dia-
metral y tienen un ángulo de hélice de 45'. El piñón tiene un diámetro primitivo de 3 pul y funciona
a 10.000 rpm. El engranaje tiene un diámetro primitivo de 12 pul. Si los dos engranajes son hechoS

de acero fundido (SAE 1235, so : 15.000 psi), determinar un paso diametral y una longitud del

diente convenientes. El piñón ña sido tratado térmicamente y tiene una dureza Brinell de 300 y

el engranaje. tiene una dureza Brinell de 200.

Solución:
(o) Pa¡a la verificación basada en la resistencia, s^ : 15.000 psi. Como se conocen los diámetros, encontramos

dondeV:?850pies/min,frsupuesto:6,costb:0,707y.F:20(33.000),/7850:84 lb

El piñón es el engranaje más débil, ya que ambos engranajes son del mismo material.

P;
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Si y = 0,15, os P¿ : 24. Ahora N,p : 8(241 :72._ N¡ : N/cosstfi:72/(0,707)3
: 204, y : 0,168 ando uri ángulo de presión de 20.) y f! /t' : e4t2 /0,168 : 8430 que
es satisfactorio, pu rmitido es 3b00

ElvalordeAsepuedereduciraA:6(3430/s500):s,g.Entoncesb:5,9(7r/24):0,772pu1;uti-
lizar una longitud del diente de f nul.

(ó) Pa¡a la ve¡ificáción dinámica, determinar la carga de desgaste F.u, la carga de fatiga en flexión, Fe y compa-
¡arlas con la carga dinámica .F,7.

^ DbbQK
F=- cos'w

F-ru-

= 803 lb ( permitido)

donde tan $n: tan 20" cos 45,,, $n: t+,t}"; b : 0,82b pul; D,p: B pul; e : 2Dp/(Db+Dd : 2(t2)/
(3 + 12) : 1,6; sr" : 90.000 psi (ya que el número de dureza Brineil promedio de los dos"engianajes es 2b0) y

K = 
"'"r(senflx) 0/Ep+r/Ep)/r,4 = (90,000)2(senl4,43o )12/Goxtoa)f/t,q = 9b,b.

sñ b y Tt cos rtl
Fo = t- P' = 204 lb (Permitido)

Fd = F + = 391Ib
b cos2 rfi + F

donde so:15.000psi, ó:0,825pu1, y:0,168, p¿:24, F:841b, y: ?8bOpies/min y C:860 para
un engranaje tallado con una precisión tal que tenga un error en el perfil de 0,0005 pul.

El diseño preliminar con P¿: 24 no es satisfactorio, puesto que F¿ es mayo¡ que f'9. No obstante, el
diseño es satisfacto¡io desde el punto de vista del desgaste, ya que la carga de desgaste 

". -"yo. que la carga
dinámica. Si se conservan los mismos materiales, será necesario reducir el paso. Haciendo ensayos sucesivos
se establece que el paso normalizado que se necesitaes p¿: 14. Aho¡a b : 67T/14 : 1,g45 pul; utilizar
b: 1,25 pul. Entonce" Np:3(14) : 42, N¡: 42/\0,707)s : r19, y :0,162 (aproximado, utilizando
unángulodepresiónde20")yobtenemos Fo:'487 lb y F¿ :4l2 lb. Estaesunasoluciónsatisfacto¡ia.

3. Un par de engranajes helicoidales con un ángulo de hélice de 23" debe trasmitir g¿- HP a una veloci-
dad del piñón de 10.000 rpm. La razón de velocidades es 4 a 1. Ambos engranajes deben hacerse de
acero endurecido (se permisible : 15.000 psi). Los engranajes son de dientes ,,stub,, a2O. y el piñón
debe tener 24 dientes. Determinar los mínimos diámetros de los engranajes que se pueden utilizar y
el BHN requerido.

Solución:
(o) Verifica¡ primero con base en la resistencia. El piñón es el más débil de los engranajes.

Como los diámetros son desconocidos, se utiliza la siguiente forma de la ecuación de Lewis y se en-
cue ntra

2TP?s = - i,d , = O,2a2P?kyTrN cosú d

donde el momento de torsión del piñón es T: 3,5(68.000)/10.ooo : 22lb-pul, & supuesto : 6, N : 24, Nf :
N/coss{r: 3,1, y : 0,139 (aproximado, utilizando un ángulo de presión de 20g y {t: 2g".

Suponiendo un factor de velocidad + , 0,242P: = j{rS.OOo) y Pd,- 31. Ensayemos un paso no¡-
malizado de 32; entonces Dp: 24/32 0,?5 pul y*V :0,75n (10.000)/t2 : tg65 pies/min.

s permisible = 15.000(---f9 
-:-) 

= g550 psi,' 78 + V1965
s producido = 0,242(32)s = ?930 Psi

El diseño es satisfactorio desde el punto de vista de la resistencia.
ElvalordeAsepuedereducira k:6(7930/9550):5. Ahora b:57r/32:0,49; utilizar b:jlul.

(ó) Verifica¡ con base en la carga de desgaste y en la carga de fatiga en flexión. Suponer una dureza Brinell pro-
medio de 250 para el primer ensayo.

DpbQK

cos2 rfi

_ (0,Tb)(0,5_)(1,6)(122) 
= 86,? tb (permitido)

cos2 23o
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_ ( 15.000) (0 ,5) ( 0 ,1 39 ) n( 0,9 2)

32
= 94,5 lb (permitido)

donde tan $n: tan20"cos23', Ón: 18,5', Q: 2(96)/(24 + 96) : 1,6, K: 122,0 (basado en Q).

(c) Verificar con base en la carga dinámica. Suponer C : 860 (engranajes tallados con precisión)

O,OíY(Cb cos2rft + F)cos ry'

El diseño no es satisfactorio desde el punto de vista del desgaste, ya que la carga dinámica es mayor que

la carga de desgaste y que la carga de fatiga en flexión. Probablemente será necesa¡io aumentar los diámet¡os
y cambiar el material por otro que tenga un límite de fatiga superficial mayor.

Co la ecu a de desgaste, F7¡: Dpb(L,6)K/(0,92)2. Sea b : 6Pc: 1rD'p/4

para un entes; : I,485 D;K.
La arga d e establecó¡se también en función del diámet¡o del piñón, utili-

zando F : 2T/Dp: 44/Dbi 0,05y: 731Db para una velocidad del piñón de 10.000 rpm y suponiendo

c : 860.

].3rDbl$íoir Db/ 4) (o,sT2 + 44/ Dbf Q,92\

l3lDr+@
Ahora, por ensayos sucesivos se determina una combinación satisfactorra de Df y K. Ensayemos P¿ : 10

o Db : 2,4 pul; K -- 250, b : n(2,4)/4: 1,885; entonces

Fu=1,485D;K = 2140Ib, % = rrO+lb, % =(15,000)(1,885)(0,13e)1T(0,e2)/LO = 1138Ib

Esto nos da¡á una solución, ya que F¿ es sólo ligeramente mayor (2,39á) que Fo.

4. Un par de engranajes helicoidales de acero, tallados con precisión, están montados sobre ejes parale-

los, con una distancia entre centros de ?,5 pul y trasmiten potencia con una razón de velocidades

de 4 a 1. El piñón gira a 10.000 rpm. Ambos engranajes son hechos del mismo material, el cual tiene
un so : 15.000 psi. Los dientes son "stub" a 20' y el ángulo de Ia hélice es 45". La longitud del dien-
te es 0,?5 pul y el paso diametral es 24. Determinar la máxima potencia que se puede trasmitir sin
peligro de falla, considerando el desgaste y la resistencia. Los dos engranajes tienen una dureza Bri-
nell de 400.

Solución:
(o) Determinar la carga de desgaste.

F='u
DbbQK 3 (0,75) (1,6)(268)

= 1930 lb
cos2rfr (0,?0?)2

tan 20ocos 45", Ón= 14,43o, y

= (150.000)2(0,2il12/Goxroll/r,e = zoa

Fd = F+

donde .P : 22/0,375 : 58,6 lb; b

o,obtz+r/cb;;?rtt.r
= 380,6 Ib

: 0,5; V : 1965 pies/min; cos 23' : 0'92.

(1 5.000) (0,?5) (0,139)7r(0,92)

24

Fd = ff-

dondeDp=3, ó=0,?5, Q=L,6, tanSn=

K = sj"(senónlO/nO+L/Eg)h,4

Dete¡minar la carga de fatiga.

_ snbyn cos rfiF--o 
Pd

= 188,5 lb

(c) La carga dinámica no debe sobrepasar 188,5 lb. y: 7850 pies/min.

Fa = F+

Haciendo F : 0 en esta ecuación, obtenemos Fd : 474 lb, que es mayor que F6'

Las ecuaciones de Buckingham indican que el diseño anterior no será satisfactorio desde el punto de

vista de la fatiga, aun con potencia nula. Con base en las condiciones medias de masa, la vida del engranaje

será limitada.
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PROBLEMAS PROPUESTOS

P¡obar: Ón = tan-LÍtan { cos ry'l.

Dos engranajes helicoidales de acero forjado, tallados con precisión, tienen las siguientes especificaciones:
so = 10.000 psi, ses = 90.000 oSi, P, = 8, I = 1,25pul

El piñón gira a 600 rpm, la relación de trasmisión es 25/9, ó : ZO. (dientes de profundidad total) y el ángulo
de la hélice ,lt : zZ". Determinar la carga trasmitida F, la carga de desgaste Ir, la carga dinámica F¿ y el
empuje axial F¿.

Resp. F = 386 Ib, Fu = 440 Lb, Fd = ??B Ib, % = tOl tU

Dos engranajes helicoidales de acero que tienen un ángulo de presión no¡mal de lal" y un ángulo de hélice de
23', conectan dos ejes paralelos. El piñón tiene 48 dientes, el engranaje 240 y el paso diametral es 8. El piñón tie-
ne una dureza B¡inell de %0 y el engranaje una dureza B¡inell de 200. La longitud del diente es 10 pulgadas.
Dete¡minar la carga de desgaste.

Resp. K : 76, Q : 1,67, ¡r, : 9000 lb

Dos ejes pa.ralelos están conectados por medio de un par de engranajes helicoidales. El piñón trasmite 15 HP a
una velocidad de 4000 rpm. Ambos engranajes son hechos de acero endu¡ecido (so permisible : 15.000 psi).
Si la razón de velocidades es 4| a 1, determinar los menores diámetros de los engrañajes que se pueden utilizar,
que tengan la resistencia suficiente. Ninguno de los engranajes debe tener menos de 30 dientes; los dientes son
"stub" con un ángulo de 20'en el plano diametral y el ángulo de la hélice es 45". Utilizar Ia ecuación de Lewis.
Resp. P¿: 16, ó : 1,25

En el problema 8 deterrninar la du¡eza Brinell promedio de los dos engranajes que se requiere para obtener un
diseño satisfactorio, desde el punto de vista del desgaste. C : 860.

Resp. K : 89,5; s"" : 86.600 psi, BHN promedio : 242

En el problema 8 determinar si los engranajes están diseñados satisfactoriamente para soportar los efectos diná-
micos. Utilizar K: 89,5. Calcular Fr, Fo,V Fa

Resp. F.,u: 687 lb, Fo: 362 lb, F¿ : 686 Ib, Fo debería ser > F¿.

a.

8.

9.

lo.



Capítulo 20

Engranajes cónicos

LOS ENGRANAJES CONICOS se utilizan generalmente para conectar ejes que se cortan y se pue-

den clasificar de acuerdo con la amplitud de su ángulo primitivo.
Los que tienen el ángulo primitivo d menor que 90" son engranajes cónicos externos, como se ve en la
figura 20-1. Los que tienen el ángulo primitivo de 90'' se Ilaman coronas dentadas, como se muestra en

la figura 20-2. Los que tienen el ángulo primitivo d mayor que 90" son los engranajes cónicos internos,
como se indica en la figura 20-3. La suma de los ángulos primitivos de dos engrar.rajes cónicos acoplados
es igual al ángulo formado por los dos ejes. Con respecto a un elemento del cono, los dientes pueden ser

rectos o espirales. El estudio de este capítulo se limitará a los engranajes cónicos de dientes rectos que

conectan ejes cortados a 90o, como muestra la f igura 20-4.

Fig. 20-1

Fle.2O-2

Flg.20-4

Fig. 20-3

Como ocurre en el diseño de la mayoría de elementos de máquinas, en el diseño de engranajes se

hacen numerosas aproximaciones. No se pueden establecer reglas fijas, puesto que hay muchas varia-
bles. La mayor parte de los ingenieros siguen los procedimientos propuestos por Buckingham, Gleason
y los recomendados por la AGMA (American Gear Manufacturers Association). Todo procedimiento
para diseñar engranajes debe considerarse como preliminar, hasta que se compruebe experimentalmente
que se satisfacen los requisitos especificados.

Como en los engranajes cilíndricos de dientes rectos y en los helicoidales, el diseño de engranajes
cónicos se basa en la resistencia a la flexión, en la carga dinámica y en Ia carga de desgaste.

241
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EL DISEÑO POR RESISTENCIA de un engranaje cónico de dientes rectos se puede hacer con
base en la ecuación de Lewis. Debe observarse que el diente se

adelgaza y su sécción trasversal se hace más pequeña a medida que converge hacia el vértice del cono.
Para hacer la corrección debida a esta situación, la ecuación de Lewis se modifica en la forma indicada
más adelante.

La fuerza permisible F que se puede trasmitir es

- sbvn.L-b.r = _i+, t,
donde s : esfuerzo de flexión permisible, en psi

y : f'actor de forma basado en el número Íormativo de dientes y en el tipo de perfil del diente
L : generatriz del cono (pul), la cual es igual a la raíz cuadrada de la suma de los cua-

drados de los radios primitivos de los engranajes acoplados (para ejes que se corten
a 90')

Pd : paso diametral basado en la mayor sección trasversal del diente
b : longitud de los dientes de los engranajes, en pul.

Con el fin de obtener un funcionamiento satisfactorio y facilidad en la fabricación de los engra-
najes helicoidales, se recomienda que la longitud del diente esté limitada entre L/3 V L/a, donde I
es la generatriz del cono. En general diseñaremos la Iongitud del diente con un valor cercano (pero
nunca mayor) a L/3. Cuando se diseña con base en la resistencia, el diámetio del engranaje puede
ser conocido o no serlo. Cuando se conoce el diámetro, es conveniente utilizar la ecuación modificada
de Lewis, en la forma

Obsérvese que todos los términos del miembro de la derecha de la ecuación anterior pueden determi-
narse una vez que se ha especificado el material. La fuerza trasmitida F se determina dividiendo el
momento de torsión del engranaje más débil por su radio primitivo. La longitud del diente, b, puede
tomarse como L/3, redondeando hasta el valor expresado en octavos de pulgada que esté más cercano
por debajo de este valor. El esfuerzo permisible s se calcula en la forma que se explica en la siguiente
sección. La ecuación anterior proporciona, entonces, un valor permisible de P^ /y que se debe satisfacer,
escogiendo un valor adecuado para Pu

Cuando el diámetro es desconocido, conviene emplear la siguiente forma de la ecuación de Lewis:

2TPr2 . ¿s = 
Wft¡ 

( 
f _-t) : esfuerzo real I esfuerzo permitido

Esta ecuación proporciona un valor del esfuerzo real, en función d" P: , después de hacer los siguientes
remplazos:

? = #,ti¡ : valor permitido

N^

{rult * n" Y
,_L33"4 

-7_b 
= t

Lseao=T

donde N :
Nt' :
R:

número real de dientes del engranaje más débil
número de dientes del piñón
razón de la velocidad angular del piñón a la velocidad angular del engranaje

EI diseño desde el punto de vista de la resistencia puede considerarse como una primera aproxi-
mación que debe verificarse por efectos de desgaste y de la carga dinámica, como se explicará más
tarde.

LOS ESFUERZOS PERMISIBLES, s, para las condiciones medias pueden tomarse como

" = "of ffi) 
psi para dientes fresadcs o s = so(-19=)psi para dientes tallados por generación

" 78 +\/V
donde ¡ es el límite de fatiga del material del engranaje para carga libre, corregido por el efecto de
la concentración promedio de esfuerzos (psi). Un valor aproximado de so es I/3 de la resistencia al
fallar, con base en el valor promedio de la concentración de esfuerzos. V es la velocidad en la línea pri-
mitiva (pies/min).
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Para un engranaje cónico, EL NUMERO VIRTUAL O FORMATIVO de dientes, Nr , es el
número de dientes que se tallarían en un engranaje que tuviera un radio primitivo igual al íadio del
cono complementario, siendo el paso el mismo del engranaje real.

N¡ = N/cos c

donde N: número real de dientes del engranaje
d : ángulo primitivo o la mitad del ángulo del cono

LA CARGA DE DESGASTE LIMITF', Fu, puede aproximarse por

0.15 DAbKO
F,,, : - 

/.. ' (valorpermitido)- cosd
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donde D¡, ó,
que Q se'basa

LA CARGA

K v Q son los mismos de los engranajes cilíndricos de dientes rectos, con Ia dif'erencia
en el número formativo de dientes y d es el ángulo primitivo del piñón.

DE FATIGA LIMITE, Fo , puede aproximarse por

Fo = %bJ'r ( -\ (valor permitido)
PdL

DINAMICA, F¿ , Que es igual a la carga trasmitida más un incremento de carga de-
bido a los efectos dinámicos, puede aproximarse por

F, = F + \'\sV(bC+F)'d - 
onbv+{be+F

LA CARGA

donde Cn:

cB=

donde los símbolos son los mismos utilizados en los engranajes cilíndricos de dientes rectos. { debe
ser < {r, I} debe ser S Fo. ú

Obsérvese que % Y { son valores permitidos que no deben ser excedidos por la carga dinámica.

LAS NORMAS DE LA AMERICAN GEAR MANUFACTURERS ASSOCIATION (AGMA)
recomiendan la siguiente potencia indicada para carga máxima, tanto para engranajes cónicos rectos
como espirales:

snD¡byn(L -0,5ó) , ?gHP = -ir6noo6¡- (18:JT)

donde s : 250 veccs el número de dureza Brinell del engranaje más débil, tanto para engranajes
que han sido endurecidos, como para engranajes que no han sido endurecidos después
de tallados

s : 300 veces el número de dureza Brinell del engranaje más débil, si éste es cementado
z : velocidad del piñón, en rpm

Todos Ios demás símbolos son los mismos empleados anteriormente.

LAS NORMAS DE LA AGMA PARA DESGASTE (DURABILIDAD) recomiendan las siguien-
tes potencias indicadas :

HP : 0,8 GCob para engranajes helicoidales de dientes rectos
HP : C^Cab para engranajes helicoidales de dientes espirales

factor del material, de acuerdo con la lista mostrada en sezuida

up n, 18

-t..............-,

233 '18 
+ t/V

velocidad del piñón, en rpm
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FACTOR DEL MATERIAL CM - LISTA PARCIAL

Engranaje Piñón

Material
L,ufeza
P.i -o ll Material

Dúteza
ft-i ñal I C,

I
II
II
II
II
III
IV

160- 200

245-280
285-325
2t0-245
285-325

500

550

II
II
II
III
IV
IV
IV

2L0-245
285-325
335-360

500

550

550
550

0,30
0,40
0,50
0,40
0,60
0 ,90
1,00

I = acero recocido III = acero endurecido superficialmente o en aceite

II = acero tratado térmicamente IV = acero cementado

Se ha encontrado experimentalmente que, por regla general, si los dientes de hierro fundido son

suficientemente resistentes, no fallarán por desgaste y que si Ios dientes de acero satisfacen los requisi-
tos de desgaste, serán suficientemente resistentes.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Un engranaje cónico de hierro fundido tiene un diámetro primitivo D de 0,24 pul y un ángulo pri-
mitivo d de 30". EI paso diametral P¿ es 10. Determinar la carga de fatiga permisible, $ . Los
dientes son de 20" y profundidad total.

Solución:

Fo=Y,7, = t-?#*<,fft
donde so : 8000 psi para hie.lo fundido , L : D/(2sen 30") : 24 pt:'],

n, PrD
y : 0,L49 (factor de forrna basado en que N¡ = ti* = ** =

= 1996 lb

b : L/3: 8pul,

lo(24) = 2?? dientes)
cos 30"

2. Dos engranajes cónicos de ace¡o que tienen una dureza Brinell de 250, conectan dos ejes a 90o. Los
dientes son de 14|" V Rrofundidad total y el paso diametral es 6. Los números de dientes del piñón
y del engranaje son 30 y 48, respectivamente. La longitud del diente es 1,5 pul. Determinar la carga

de desgaste, F,.
Solución: Fu =

0,75DpbKQ _ (0,?b)(b)(1,b)(e6)(r,44) = e18 lb
cos 0 0,846

donde D¿ =Nh/Pd= 30,/6 = 5pul, Dg =Ng/Pd= ¿4,20 = gpul, b = 1,5pul

1,4 L,4

s., = (BHN)(250) - 10.000 = (400)(250) - 10.000 = 90.000 psi

o=---::\:"!- - 2(eo'5) = t,44' Nr (piñón) + N¡ (eng) 35,4 + 90,5

N: ÁQ Nó

N, (ene) = *#"* = fh = eo,s, Nl (piñón) = 
"*ohñt 

= ¡*oo, = 3b,4

* _ s2"r(senó)Í/Eb+t/Eg) _ (e0.000F(0,2b)[2/(B0x 1f)] _ s6

cosd (eng) = y = 2L = o,rr, cosd (piñón) =

Rg- n

L 4,72
= 0,84?, L = \/Éh+ É, = a32
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3. Dos engranajes cónicos de hierro fundido trasmiten 3 HP, con una velocidad en la línea primitiva
de 860 pies/min. La longitud de los dientes de los engranajes es 0,?5 pul. Determinar la carga
dinámica F¿ . Los dientes son de evolvente a 14l" I tallado de precisión.
Solución:

Fa= F+ o'o5z(có+F) = llb+ = 39?lb
0.052 + t/Cb+F

24s

donde F
C
l/

donde s

sbn ,L - b,
F\ L )

: (HP) (33.000)// = (3)(33.000)/860 = 115 lb
400 para engranajes tallados con precisión (igual que para engranajes cilíndricos de dientes rectos)
860 pies/min, b : 0,75 pul

4. Dos engranajes cónicos de hierro fundido que tienen diámetros primitivos de 3 pul y 4 pul, respecti-
vamente, deben trasmitir 3 HP a una velocidad del piñón de 1100 rpm. Los perfiles de los dientes
son de 14t y forma compuesta.

(o) Determinar Ia longitud b del diente y el 4 requeridos, desde el punto de vista de la resistencia,
empleando Ia ecuación de Lewis.

(ó) Verificar el diseño desde el punto de vista de la carga dinámica y del desgaste.

Solución:
El piñón es el más débil de los dos engranajes, puesto que ambos son del mismo material.

(¿) I Diseño basado en la resistencia.

Pd

v
(4650) (0,?5)7r ,2,5 - 0,11--f- (H*) = 66,5 (permitido)

8000(12#*-60) = 4650 psi, v = Vu O:r0o¡ = 86opies,/min.

L/3 = z,s/B = 0,83pu1,(use0,?5pul), L =r/e;e = J:F;E = 2,bput.'yB
8000 psi para hierro fundido, F' : (3)(83.000),/860 : ltb lb

Entonces, si y = I y P¿/l : 66,b, p¿ = 6 ó 7.

Ensayemos P¿: 7: Nr: (3)(Z) : 21, Nf (piñón) : 2t/cos d, : 26,2 (dientes formativos), y :
0,098 para 26,2 dientes. Ahota, P¿/y : 7/0,w8: 71,5 (demasiado débil, puesto que ?1,5 > 66,b).

Ensayemos P¿ : 6: N, : (8)(6) : 18, N¡(niñón) : r8/cosd,: rB/(2/2,5) : 22,8, Ng
(4)(6) : 24, Nf(e.'g) : 24/cosd,: 24/(1,5/2,5) : 40, y : 0,094 para 22,5 dientes. Ahora F¿t!
6/0,094 : 63,8 (satisfactorio ya que 63,8 < 66,b).

Verifica¡ por los efectos de desgaste y dinámicos, utilizando P, : 6.

b

so

Fu

donde K : 193

18, tabla III y

o,15DbbKQ

cos d (piñón)

con base en que

2N¡ (ens)

_ (0,?5) (3) (0,75) (le3) (1,28)
0,8

=#%=t,28

= 522 lb (permitido)

su" : 90.000 psi para hie¡ro fundido contra hierro fundido (capítulo

o= N¡ (niñón) + N¡ (ens)

Fo = 
tolt 

rt ; u, = (8000) (0. ?s) (0,0e4)z(2.b: 0,?s) = 20? rb (permitido)
" Pd. L 6 ' 2,5 ' 'v"e

Tanto Fo como F, deben ser iguales o mayores que Fd.

F.= F * 0,05/(Cb + F¡ = 115+ (0,05) (860)(400 x 0,75 + 115) = 397 lb
0,obl/ + \/cb-F (0,05)(860) + V400 x 0,75 + 115

El diseño es satisfactorio desde el punto de vista del desgaste, pero la carga dinámica es mayor que la carga
de fatiga. Debe destinarse un material mejor para el piñón con el fin de aumenta¡ la carga de fatiga por lo me-
nos a 397 lb.
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o. Se debe emplear un par de engranajes
y los diámetros para que se satisfagan

No. de dientes
Material
so

Dureza Brinell
Velocidad
Perfil del diente

ENGRANAJES CONICOS

cónicos para trasmitir 12 HP. Determinar el paso diametral
las siguientes especificaciones:

Piñón

2l
Semiacero
12.000 psi
200
1200 rpm
14j' compuesto

Engranaje

60
Hierro fundido
8000 psi
160

420 rpm
lgual

Solución:
(o) Diseñar con base en la resistencia, utilizando la ecuación de Lewis.

En primer lugar se determina cu¿il de los dos engranajes es más débil. La resistencia de los engranajes
es una función del producto de so por J.

Ar ¡^--, _ 6012:É+ 602 trt/214 69z _ o. oN¡(ens) = 182, y =0,120. N¡(niñónt = 22,2, y=0,093.

sry (ens) = 8000x0,120 = 960(másdébil). soy (piñón) = 12 000x0,093 = 1120.

Basar el diseño en el engranaje, que es más débil que el piñón.

Como los diámet¡os son desconocidos, utilizaremos la siguiente forma de la ecuación de Lewis:

srear = #r*, ! Sper-itido

donde, - l2x-6-3.000 
= 1g00lb-pulour"", "n*. r, = #\,E; N = # rtr;(nnP = !f_8

42O o,d" Pd

seab= ¿ - 31'8 - 10'6, L 
= 3.Enton.". 

"=3 sPd Pd - L-b 2

(2) ( 1800)Pd2 (3)
= 22,6P;

(3r.8/3 P,)7r(0,1 20) (60) (2)

Por consiguiente P, : 5 es satisfactorio. b : 10,6/5:2,l2pul; utilizar b : 2pul.

(b) Verificar por efectos de desgaste y dinámicos.

Fr, = 0,15DbbKQ/cos a = (0,?5) (4,2)(2)(193) (r,78)/0,945 = 22e0 lb

donde Q = Q)Í82)/(22,2+lB2) = 1,?8.

Suponiendo un, factor de velocidad * j,

Ensayemos un PU : 5. Entonces Dg

spermitido = Booot¡ffi251

spermitido = 8000(á) = 4000; 22,6É = 4o00, Pd= 5

: 12 pul, V : (127r/12)(420) : 1320 pies/min y

= 3810 psi, s,""¡ = 22,6(53) = zszo Psi.

@%ry'Tljr'= 825rb
s^bv'ft r L

tL - u;
p't'
'd.

0,05V(Cb + F')Fd = F+ 300 +
(0,05)(1320)(400x 2 + 300)

1030 lb
o,o,v +lcb+F (0,05)(1320) + V400x2 + 300

EI diseño es satisfactorio desde el punto de vista del desgaste, puesto que F, > Fa, pero hay que aumentar
Fo.hasta igualarlo a FU. Esto se puede llevar a cabo utilizando un paso diametral más pequeño o mejores ma-
terla-tes.
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6. Verificar el problema 5 utilizando el procedimiento recomendado por la AGMA I Pa : 5.

Solución:

247

(o) La potencia indicada desde el punto de vista de la resistencia, para los valo¡es calculados en el problema 5,
puede determinarse por la ecuación de la AGMA.

snDJyn(L - 0.bb)
Hp= ,' 

=_ (__l-)
r26.oooPdL 'n 

+ lV

f ?8, I = 27.8 HP
78 + v1320

(ó) La potencia indicada ¡ecomendada por la AGMA, con base en la durabilidad, es

HP= o,8(CnCBb) = (0,8)(0,3)(30,1)(2) = 14,4
n1.5

dondecr=0,3, co="!=:( 78) - (4,21'-1(1200)(--l=) 
= 30,1, ó=2pulb 233 '7a + 1lV' 23s '?B+ /1320

Las ecuaciones anteriores indican que un Pa : 5 y una longitud del diente de 2 pul son seguros para
trasmiti¡ 12 HP, de acuerdo con la AGMA.

7. Dos engranajes cónicos de acero se han diseñado con base en la resistencia, para trasmitir 25 HP.
Si los engranajes tienen las especificaciones que se indican en seguida, encontrar sus durezas corres-
pondientes para que se satisfaga la recomendación para durabilidad de la AGMA.

Diámetro
S9

Velocidad
No. de dientes
Long. del diente
P¿
Forma del diente

Engranaje

8 pulgadas
20.000 psi
900 rpm
32

1,5 pulgadas
20

14!'prof. tot.

Piñón

5,76 pulgadas
25.000 psi
1250 rpm
23

1,5 pulgadas
20

14!'prof. tot.

8. Dosengranajescónicosdeacero,condientescompuestos at4+",debentrasmitir20HPconunarazón
de trasmisión de 3. La velocidad del piñón es 1800 rpm. Si los engranajes han sido endurecidos de
forma tal que el factor del material es 0,4, determinar el diámetro mínimo probable del piñón, par-
tiendo de Ia ecuación de la durabilidad de Ia AGMA.

Solución:

Solución:
El material que se requiere es una función de C^.

CHPtsn = 
',ffi 

= ,0 b)(,,u) = 0.437ó necesario

^ Dt'"" ?g , - (b,?61,s)(1250), ?Bdonde Cn = el- )(---------7) = *\------:, = +t,15." 233 78+ ll' 233 ?8+ V1884

Este material produce una dureza Brinell de 285 para el engranaje y de 325 para el piñón. Estos valores
corresponden a un C, : 0,5, según la tabla de facto¡ del material.

Hp = o.B(cncBb) = 0.8(0,4)('¿''u#too,,v.F)?Vl +3, = 20

Suponer un V. F. (factor de velocidad) = , y resolver para Dp = 3,g4 pul; tomemos 4

Tt¿.
Entonces v :; (1800) : 188b pies/min y V.F. : -^ l= : 0,642 en lugar del

que está dent¡o del límite de seguridad. ?8 + V1885

pul.

valor supuesto j,
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PROBLEMAS PROPUESTOS

Un piñón cónico de acero fundido (so : 15.000 psi) tiene un diámetro primitivo de 9 pul y un ángulo primi-
tivo de 30". El paso diametral es 6 y el piñón gira a 600 rpm. Desde el punto de vista de la resistencia, única-
mente, y utilizando las recomendaciones de la AGMA, calcular cuánta potencia puede trasmitir el piñón.
Calcular también la carga de fatiga Fe. Los dientes son de 14|'v forma compuesta.

Resp. 18,2 HP, con base en la AGMA, Fo -- 1752 lb

Dos engranajes cónicos de acero conectan dos ejes a 90". EI piñón tiene una dureza Brinell de 300 y el engranaje
de 200. Los dientes son de 14!" y profundidad total y el paso diametral es 8. El piñón tiene 40 dientes y el en-
granaje 64. La longitud del diente es 1,5 pul. Determinar la carga de desgaste, Fi. Resp. F*: 916 lb

Dos engranajes cónicos de hierro fundido conectan un par de ejes en ángulo recto y trasmiten una fuerza tan-
gencial de 300 lb. Los dientes son de 20" y profundidad total y eskln cuidadosamente tallados, con un error
de 0,001 pul. La velocidad en la línea primitiva es 300 pies,/min y la longitud del diente es 2 pul. Calcular
la carga dinámica trU. Resp. F¿ : 1820 lb

Un reductor de velocidad en ángulo recto emplea engranajes cónicos endu¡ecidos de acero de aleación, tallados
con precisión. La relación de trasmisión es 5 a 1y el piñón gira a 900 rpm, trasmitiendo 50 HP. Si los dientes
son de 20,, y profundidad total y el piñón tiene un diámet¡o de 4j nul, ¿cuál debe ser el paso diametral y la
longitud del diente, utilizando la ecuación de Lewis? so : 30.000 psi para ambos engranajes. ¿Qué dureza
Brinell se requerirá para que el desgaste sea satisfactorio? Determinar la carga de fatiga, la carga de desgaste
ylacargadinámica. Resp. PU=19, b = 33 pul, FU = fSSO tl, % = 3050 lb, f; = 3590 para K= 145

Dos ejes en ángulo recto deben conectarse por medio de un par de engranajes cónicos de dientes a 20" y profun-
didad total. La razón de velocidades debe ser 4L, a l. El piñón debe ser de acero (so : 15.000 psi) y el engra-
naje es de semiacero (so: 12.000 psi). El piñón debe trasmitir 5 HP a 900 rpm. Determinar los diámetros
mínimos, el paso diametral y la longitud del diente que deben utilizarse, con base únicamente en la resistencia.
Luego calcular el diámetro mínimo que se requeriría, según la ecuación de durabilidad de la AGMA, con base
en el desgaste. Suponer un factor de material de 0,4.

Resp. Por resistencia: P¿= I, Nb = t6, Ng = ZZ, D, = !pul, D, = 9 pul.Por desgaste: Dr= 2.5 pul

Un par de engranajes cónicos de dientes ¡ectos que forman ángulo recto debe trasmitir 2 HP a una velocidad
del piñón de 1200 rpm. El diámetro del piñón es 3 pul y la relación de velocidades es 3j a 1. Los dientes son

de I4!' y forma compuesta. Tanto el piñón como el engranaje son de hie¡ro fundido (so : 8000 psi). Determi-
nar el paso y la longitud del diente, únicamente desde el punto de vista de Ia resistencia, utilizando la ecuación

de Lewis- Resp P¿ :28, b: 1,75 pul

Un par de engranajes cónicos de dientes rectos está hecho de acero SAE 1030 y sus dientes son de 20" y profun-
didad total. A través de los ejes, situados en ángulo recto, se trasmiten 8 HP a una velocidad del piñón de 100

rpm, con una razón de velocidades de 5 a 3. Si el diámetro del piñón es 6 pul, ¿cuál es el mayor número de

dientes que se puede utilizar, con base en las ecuaciones de resistencia y de desgaste de la AGMA? Los engra-

najes han sido tratados térmicamente y tienen una dureza Brinell de 225. Utilizar Cn: 0,3.

Resp. P¿ : 16. Por durabilidad, HP : 10,45

9.

lo.

11.

L2.

13.

t4.

15.



Capítulo 21

Engranaje con tornillo sin fin

EL ENGRANAJE CON TORNILLO SIN FIN se utiliza ampliamente para trasmitir potencia
con altas relaciones de velocidades entre ejes

que no se cortan, Ios cuales usualmente (pero no necesariamente) forman ángulo recto. La trasmisión por
tornillo sin fin consta de un tornillo sin fin acoplado a un engranaje, denominado a veces rueda den-
tada del tornillo sin fin, como se muestra en la figura 21-1. El tornillo puede tener uno, dos, tres o más
filetes. El paso axial del tornillo sin fin, Ps, es igual al paso circular del engranaje, P6 . El avance es la
distancia que avanza Ia hélice del tornillo sin fin a lo largo del eje, por cada revolución.

Si desarrollamos una vuelta del tornillo sin fin, ésta forma la hipotenusa de un triángulo rectán-
gulo, cuya base es igual a la circunferencia primitiva del tornillo y cuya altura es igual al avance del
tornillo, como se muestra en Ia fieura 21-2.

NrPo

Fic' 2l-l

Se observan las siguientes

lan 0, = 
ar3nce
nD,

donde el subíndice g se aplica al

., (¡pm)al
J_=

(rpm)g

subíndice u' se aplica al

relaciones:

P, N,

nD,

engranaje y el

Frs,2l-2

Drtan a

tornillo sin fin.

D"
55

N_u

EL DISEÑO POR RESISTENCIA de la rueda dentada se basa en la ecuación de Lewis,

F sbYnsoyrnc = ;-
'nd

donde F(lb) : carga tangencial permisible, s(psi) : esfuerzo permisible: s.,(-l++)"'1200 + Vt'

s6 (Dsi) : más o menos 1/3 de la resistencia al fallar, basado en el valor promedio de Ia con-
centración de esfuerzos

f/,r/p {pies/min): velocidad en la línea primitiva del engranaje.

fl, = Angulo de avance
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Para engranaje con tornillo sin fin, LA CARGA DINAMICA, F¿, puede calcularse por la fórmula

1200 + V"
Fd : ( 

12oo__É)r

donde F : carga tangencial realmente trasmitida.

Para el engranaje, LA CARGA DE FATIGA, fl. , basada en la ecuación de Lewis es

s^oy Tl
ro = pna

Para el engranaje con tornillo sin fin, LA CARGA DE DESGASTE, Fu, puede calcularse por la
fórmula Fw = DgbB

donde D, : diámetro primitivo del engranaje, en pul

ó : longitud del diente del engranaje, en pul

B : constante que depende de la combinación de los materiales utilizados en el tornillo sin
fin y en el engranaje, como se indica en Ia lista que sigue a continuación

Tornillo sin fin Engranaje B

Acero endurecido Hierro fundido 50

Acero, 250 BHN Bronce fosforado 60

Acero endurecido Bronce fosforado 80

Acero endurecido Bronce fosforado templado
superficialmente 120

Acero endurecido Bronce antimonio 120

Hierro fundido Bronce fosforado 150

Los anteriores valores de B son válidos para ángulos de avance hasta de 10'. Para ángulos com-
prendidos entre 10o y 25', B aumenta un 25t,i. Para ángulos de avances mayores que 25', B aumenta
un 509i.

Lo mismo que para engranajes rectos, helicoidales y cónicos, Fo y Fw son valores permisibles
que no deben ser excedidos por Ia carga dinámica F¿.

LAS ECUACIONES DE LA POTENCIA INDICADA recomendadas por la AGMA se basan en
el desgaste y en Ia capacidad del siste-

ma de engranaje de disipar calor. Desde el punto de vista del desgaste,

HP : "^*A^ 
(verificación por desgaste)

donde HP : potencia de entrada
n : rpm del tornillo sin fin
ft : razón de trasmisión : (rpm)¿ /Gpm)g
K : presión constante que depende de la distancia entre centros, como se indica en la lista

que se da

Q:nla+2,5)
m : factor de velocidad que depende de la distancia entre centros, de la razón de trasmisión

y de Ia velocidad del tornillo sin fin. m puede calcularse por

m
450

450 + Vr,,+ 3Vr/R

donde V¡ : velocidad de la línea primitiva del tornillo sin fin, pies/min
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Distancia entre
centros C (pul) K

10

15

20

30

40

50

60

70

80

r,20

4,0

8,0

29,0

66,0

120,0

200,0

320,0

320,0

Las recomendaciones adicionales de la AGMA incluyen Ias siguientes ecuaciones de diseño:

Or= 
# =3Pc, b = 0,73 x diámetro primitivo del tornillo sin fin, L = P"t+,s*ff1

donde Dr¡ : diámetro primitivo del tornillo sin fin, en pul
C : distancia entre el eje del tornillo sin fin y el eje del engranaje, en pul
ó : longitud del diente del engranaje, en pul
I : longitud axial del tornillo sin fin. en pul

Estas ecuaciones sirven para calcular aproximadamente las proporciones correctas de este. siste-
ma de engranaje.

Con base en las recomendaciones de la AGMA, la potencia indicada límite de entrada de un sis-
tema simple de engranaje con tornillo sin fin para velocidades del engranaje mayores de 200 rpm, pue-
de calcularse, desde el punto de vista de la disipación de calor, por

HP : 9'5c1'1

R+5
donde HP: potencia de entrada permisible

C : distanciá entre centros, pul
R : razón de trasmisión

Suponiendo que los filetes son cuadrados, la eficiencia de un engranaje con tornillo sin fin puede
aproximarse por la fórmula

Eficiencia: l- f tana
1 + f/tan a

donde f : coeficiente de rozamiento
c : ángulo de avance

Distancia entre
centros C (pul) K

1

,
3

4

5

6

7

8

9

0,0125

0,025

0,04

0,09

0,17

0,n
0,45

0,66

0,99

(verificación por calor)
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PROBLEMAS RESUELTOS

1. Un tornillo sin fin de tres filetes tiene un diámetro primitivo de 4 pul y un paso axial de 0,75 pul.
Determinar el ángulo de avance, d.

Solución: d = 10,16'

2. Un reductor con sistema de engranaje con tornillo sin fin debe tener una distancia entre centros de

16 pul. ¿Cuál será el diámetro aproximado y el paso axial del tornillo sin fin, de acuerdo con las re-
comendaciones de la AGMA?

Solución:- -r;= 
# ='#: b,14pul :3p6. Entonces ,r='# : r,yr;uritizarlfi pul

Los pasos circulares normalizados son: r, ri, rzr , 13, y 2 pul.

3. Un reductor con sistema de engranaje con tornillo sin fin tiene una distancia entre centros de 10

pul y una relación de trasmisión de 14. Calcular los caballos de fuerza a Ia entrada, suponiendo
que no hay recalentamiento en el engranaje y que la capacidad de resistencia y de desgaste no se

exceden.

Solución:

Desde el punto de vista de la disipación de calor, los caballos de fuerza permisibles a la entrada:
g,scL'1 9,b(to)1'7 _..
ft+o -"-;tr=25HP

4. Un reductor compuesto de un tornillo sin fin de acero endurecido y de un engranaje de bronce fos-
forado tiene una relación de trasmisión de 40 a 1 y una distancia entre centros de 12 pul. La velo-
cidad del tornillo sin fin es 1500 rpm y su diámetro 4,9 pul. ¿Cuál es la potencia de entrada admisi-
ble, desde el punto de vista del desgaste, con base en las ecuaciones de la AGMA?

Solución:
HP = koq^ = r4,b HP

: 1500 rpm, ii : 40, K : 2,3 (hallado por interpolación en la tabla)
= R/(R +2,5) = 0,94

= ,== !,50 .r, ,-^: 0,179, y Vu : velocidad en la línea primitiva del tornillo sin fin :
450 + uu + 3Vu/R itsoo,t4,sr)/t2 : rg25 pies,/min.

5. Completar el diseño y determinar la capacidad de potencia de entrada de un reductor de velocida-
des con sistema de engranaje con tornillo sin fin, compuesto de un tornillo sin fin de acero endu-
recido y de un engranaje de bronce fosforado de dientes "stub" de evolvente a 20,. La distancia
entre centros, C, debe ser 8 pul, la razón de trasmisión 10 y la velocidad del tornillo sin fin 1750 rpm.

Solución:
(a) Determinat Dr, Dt, Pr,Nr,Ng,O., b, y L.

Dw= Co,e75/2,2 = 2,81= 3P.. Por tanto P. = 2,81/3 = 0,94 pul; utiliza¡ un paso normalizado de

1 pul. Entonces, si el diámetro del tornillo sin fin es aproximadamente 3 pul, el diámet¡o del engranaje
D, seú aproximadamente D, : 2C - Du: 2(8) - 3: 13 pul.

Ahora, Ng/N, = n = nDt/P.N, o Dt= lOPcNJn. Entonces, se puede determinar el valor exacto de

Dp para diferentes valores de N¿.

Nr¡ I 2 3 5

Dn 3,19 6.38 9,57 r2.76 15,95

tan d, = 
aYence- (0'75)(3) 

= 0.179TUrr, 71(4)

r 5 2r 21
816a284

donde n

a
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Se tomará el diámetro del engranaje igual a 12,76" (cercano a 13") y el diámetro del tornillo sin fin será

3,24", valores cercanos a las proporciones deseadas.

Como el tornillo sin fin es de cuatro filetes, entonces tan A, : avance/1TDu : Í)@)/3,2417 :
0,393. d :2ll.LuegoPn, = Pc cosd: (l)(cos 2lt'\:0,93".

La longitud del diente b = O,'73Du: (0,?3)(3,24) : 2,4";utilizar 2t".

(b) Podemos calcular la capacidad del engranaje así:

F = sbyPr" = 1830 lb (carga trasmitida de seguridad)

donde Prr": 0,93" (de la parte (o)), y : 0,146 (de la tabla de factores de forma), b : 2i" (de Ia parte (a))

y s=s^(12-8q-),endondeso:8000psi(parabroncefosforado)y Vg=7rDg(rpm)g/12=1r(12,76)' u't200+ va'
(175t/12: 584 piei min.

l20O + Va
Para una carga trasmitida -t' : 1830 lb, Ia carga dinámica será aproximadamente 1--_--f¡F =

2720 tb.

Sin embargo, la carga de desgaste permisible es ¡u : DgbB:3200 lb, donde B: (80)(1,25): 100

para acero endurecido contra bronce fosforado y un ángulo de avance comprendido entre 10" y 25'. Como
la carga diruimica no sobrepasa a la carga de desgaste permisible, sirve de base la carga trasmitida de se-

guridad que se calculó anteriormente. Por tanto, desde el punto de vista de la resistencia y el desgaste del
diente, la potencia permisible es

HP : FVg/33.000 : (1830)(584)/33.000 : 32,4 HP

(c) Según la fórmula de la AGMA basada en el desgaste, la capacidad de absorber potencia del sistema es

HP = ft*q^ = r?.5 Hp

donde n : 1750 rpn, iR : \0, K : 0,66 (de la tabla, para C : 8"), Q : R/(R + 2,5) : 0,8y m :
450 en que Vr= TiDrn/12 : 1485 pies/min.

450+ Vu+ \Vu/R
(d) Desde el punto de vista de la disipación de calor, los caballos de fuerza a la entrada pueden calcularse por

la fórmula

HP= 9,5 C 1,?

R+b = 21,5 HP

fuerza a la entrada deben limitarse a 17,5, segúnLos anteriores análisis indican que los caballos de
las recomendaciones de la AGMA basadas en el dessaste

6. Se debe diseñar un reductor de velocidad para una potencia de entrada de 1 HP y una relación
de trasmisión d,e 27. El tornillo sin fin es de acero endurecido y tiene una velocidad de 1750 rpm.
La rueda dentada debe ser de bronce fosforado v los dientes deben ser de evolvente a 14f" .

Solución:
(o) Se necesita escoger por ensayo una distancia entre centros. Supongamos que de una experiencia anterior se

sabe que la distancia entre centros para un sistema de este tamaño es, más o menos, 4 pul. Entonces
Dr= 4o'e75/2,2 = 1,53 = 3Pc y Dg = 8- 1,53 = 6,47tti estas son las proporciones deseadas.

Nt debe ser un múltiplo de 27, esto es, fT(6,47)/Pc : 27,54,81, etc.

Así mismo, Pc=7T(6,47)/Ng debe ser aproximadamente l/3 de Dr,r o sea aproximadamente 0,5.

Para N, : 27, Pc : 0,75". Para Ng : 54, Pc : 0,375". Usar P6 : 0,375" y Nu: 2.

Entonces Dp : (0,375) (54)hr: 6,45", Du : Q)@) - 6,45: 1,55", v la longitud del diente b =
(0,73)(1,55) : 1,13". Utilizar b : L,125".

(b) Ve¡ificar el diseño con base en la resistencia y el desgaste del diente. La carga trasmitida permisible es

I

F = sbyP, = 3Bl lb

donde P6 : 0,375" (hallado anteriormente), y : 0,111 (de la tabla de factor de forma, para 54 dientes de

evolvente al+l"l,b: I,125" (halladoanteriormente) y s=s"(.-140=,) enque so:8000psi (pa-- "'1200+ V"
ra bronce fosforado) y Vg = nDt (wm)g/12 : 109,5 pies,/min. 5
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Carga trasmitida requerida, F : (HP trasmitidos)(33.N0)/Vg : 301 lb.

1200+ W
Carga dinámica calculada = F(^-;;--3) = 301,tat#9!, : 328Ib.

Carga de desgaste permisible, Fl' = DgbB = (6,45)(1,125)(80) : 581 lb.

Como la carga de desgaste permisible es mayor que la carga dinámica calculada y Ia carga trasmi-
tida permisible es mayor que la carga trasmitida requerida, el diseño es satisfactorio desde el punto de vis-
ta de la resistencia y el desgaste de los dientes del engranaje. En efecto, la potencia permisible es

FVg/33.000 : (344)(109,5),/33.000 : 1,14 HP

Verificar la potencia de entrada por medio de la fórmula de la AGMA basada en el desgaste.

potencia de entrada = ft*q* = 1,94 HP

donde n : 1750 rpm, rB : 27, K : 0,09 (de la tabla, para una distancia ent¡e centros de 4"), Q :

R/(R+ 2,5):0,915) 450, ^ = 4sñffiBVr/R 
: 0,364 en que Vu=1rDun/Lz: ?10pies,/min.

Verificar con base en la disipación de calor. Potencia de entrada permisible :

(c )

(d)

ryq - (e,s)(4)1'7 
= 3,1b HpR+5 27+5(e) En resumen:

Potencia admisible

1,14 HP
1,94 HP
3,15 HP

Basada en

Resistencia y desgaste del diente del engranaje
Potencia de entrada según la fórmula de la AGMA, basada en el desgaste
Capacidad de disipar calor

8.

9.

10.

tl.

De acuerdo con nuestros cálculos, el reductor diseñado es conveniente para potencias de ent¡ada hasta
de 1,4 HP. El reductor debe diseñarse nuevamente para una distancia entre centros ligeramente menor.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Un tornillo sin fin de doble filete tiene un ángulo de avance de 20'. Si el paso es de 1,25", ¿cuál es el diámetro
del tornillo? Resp. D6: 2,19pul

Un reductor de velocidades de sistema de engranaje con tornillo sin fin tiene una distancia entre centros de
10 pul. ¿Cuál debe ser el diámet¡o y el paso axial del tornillo, de acuerdo con las recomendaciones de la AGMA?
Resp. Dr: 3,40 pul, P6 : 1,25 pul

Un reductor de velocidades compuesto de un tornillo sin fin de ace¡o endurecido y un engranaje de bronce
fosforado tiene una relación de trasmisión de 20 a 1. La velocidad del tornillo es 1200 rpm y su diámetro 2,68
pul. ¿Cuál es, aproximadamente, la potencia de entrada permisible, desde el punto de vista de la ecuación
de la AGMA basada en el desgaste? iBesp. 17,8 HP

Un reductor de velocidades de sistema de engranaje con tornillo sin fin tiene una distancia entre centros de
8,5 pul y una razón de trasrnisión de 20. ¿Cuál es, aproximadamente, Ia potencia de entrada máxima ad-
misible, para que no haya recalentamiento? Resp. 14,4 HP

Un tornillo sin fin de acero endurecido trasmite potencia a un engranaje de bronce fosforado, con una rela-
ción de velocidades de 20 a 1. La distancia entre centros es 15 pulgadas. Determinar el paso ci¡cular normali-
zado y el ángulo de avance, para que las proporciones estén tan cerca como sea posible a las recomendaciones
de la AGMA. Resp. P, - 1,75 pul, ángulo de avance : 8,15"

Un to¡nillo de acero endurecido gira a 1250 rpm y trasmite potencia a un engranaje de bronce fosforado, con
una relación de trasmisión de 15 a 1. La distancia entre centros es g pul. Determinar el diseño restante y cal-
cular la potencia de entrada, desde el punto de vista de la resistencia, la fatiga y la disipación de calor. Los
dientes del engranaje son de evolvente a l4l" y profundidad total.
ResP. p, =14,3 pul

D, = 3,7 pul

N.ür = 3

Ng =45
P. =lpul

b : 2,75 pul
HP : 15,3 (resistencia)

HP : 15,2 (fatiga)
HP : 19,9 (calor)

12.



Capítulo 22

Coj inetes de rodam ientos

INTRODUCCION. La aplicación de los cojinetes de rodamientos implica una selección, montaje,
lubricación y protección adecuadas, con el fin de que el funcionamiento de los

cojinetes, con las condiciones especificadas, sea satisfactorio.
La selección de un cojinete de rodamientos se hace con base en catálogos. Desafortunadamente,

los catálogos de los diferentes fabricantes no emplean, necesariamente, Ios mismos métodos para selec-
cionar un cojinete, debido, principalmente, a las diferencias de interpretación de los datos de ensayo y
de las condiciones de servicio. Sin embargo, la clasificación de los cojinetes se basa en cierta teoría
general que está bosquejada en este capítulo y que modifican las diferentes compañías, de acuerdo con
sus propias experiencias.

El montaje de cojinetes se puede hacer con base en uno de los diferentes procedimientos recomen-
dados, y con frecuencia haciendo un control desde el punto de vista económico.

Los cojinetes de rodamientos se llaman también cojinetes antifricción, aunque el rozamiento en
dichos cojinetes es comparable al de un cojinete ordinario bien diseñado que opere con condiciones de
película gruesa. La decisión sobre qué clase de cojinete se debe emplear, es decir, si se debe utilizar
cojinete de rodamientos o un cojinete ordinario, puede tomarse con base en uno o más de los siguientes
factores:

(1 ) Cuando los momentos de arranque son altos, los cojinetes de rodamientos son más ventajosos,
debido a la acción giratoria de las bolas o de los rodillos.

(2) Los cojinetes de rodamientos no son tan silenciosos como los cojinetes ordinarios, especialmente a

altas velocidades de funcionamiento.
(3) Cuando hay limitaciones de espacio, se prefieren los cojinetes de rodamientos si la dimensión axial

es limitada y se prefieren los cojinetes ordinarios si está limitada la dimensión radial, aunque el
empleo de un cojinete de collar con el correspondiente tanque de aceite, podría requerir una gran
dimensión radial.

(4\ Cuando se desea hacer un aislamiento eléctrico, la película de aceite ayudará a proporcionar el
aislamiento.

(5) Los cojinetes de rodamientos dan una advertencia (haciéndose ruidosos) cuando la falla es inmi-
nente, mientras que en los cojinetes ordinarios Ia falla ocurre repentinamente, siendo más desas-
trosos Ios resultados.

(6) Los cojinetes de rodamientos pueden soportar cargas radiales y axiales combinadas (con excepción
de los cojinetes de rodillos rectos).

(7) Los cojinetes de rodamientos pueden precargarse, si así se desea, con el fin de reducir las deforma-
ciones en los cojinetes y obtener mayor exactitud, como en el caso de las máquinas herramienta.

(8) El juego debe ser mucho menor en los cojinetes de rodamientos que en los cojinetes ordinarios, a
fin de obtener gran exactitud en la colocación de las partes de una máquina, tales como engranajes.

(9) Los cojinetes de rodamientos pueden engrasarse antes del montaje, con lo cual se evita el mante-
nimiento posterior. Cuando se utiliza aceite para lubricar cojinetes de rodamientos, el problema
de la lubricación generalmente es mucho más sencillo que el que se presenta con cojinetes ordinarios.
La falla del sistema de lubricación de un cojinete de rodamientos no es calamitosa, como podría
serlo en el caso de un cojinete ordinario.

(10) Los cojinetes de rodamientos pueden soportar altas sobrecargas por períodos cortos.

EL COEFICIENTE DE ROZAMIENTO en los cojinetes de rodamientos varía con Ia velocidad,
la carga, la cantidad de lubricación, el montaje y la

temperatura de funcionamiento. Se puede utilizar un coeficiente constante para hacer cálculos apro-
ximados con condiciones de lubricación favorables, Ilamadas condiciones normales de funcionamiento.
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Los valores enumerados a continuación son los que recomienda la SKF:

/ : 0,0010 para cojinetes autoalineantes (carga radial)

/ : 0,0011 para cojinetes de rodillos cilíndricos con rodillos cortos para guía de brida (carga
radial)

/ : 0,0013 para cojinetes de bolas para empuje axial (carga de empuje axial)

/ : 0,0015 para cojinetes de una hilera de bolas (carga radial)

/ : 0,0018 para cojinetes de rodillos esféricos (carga radial)

/ : 0,0018 para cojinetes de rodillos cónrcos

Los coeficientes de rozamiento ocasionados por el uso de aceites de alta viscosidad, una lubricación
mayor que la óptima o el empleo de cojinetes nuevos, serán mayores que los que se enumeraron an-
teriormente. El rozamiento por cierre no debe ignorarse. Los valores del coeficiente de rozamiento ha-
llados en pruebas por la New Departure varían desde 0,0005 hasta 0,003, con un promedio de más o

menos 0,001.

Debe señalarse que un montaje incorrecto, como ocurriría cuando Ia interferencia entre el eje y
el interior del anillo del cojinete es mayor que la recomendada por los fabricantes, puede causar una
excesiva ligazón y excesivo rozamiento.

El momento de rozamiento está dado por

donde M¿ : momento de rozamienr.,.",Í10; tlt:'::rr^radial o axial, según se especifique, en
lb; f : coeficiente de rozamiento; D : diámetro interno del cojinete. (En la práctica es usual referir
la fuerza de rozamiento al diámetro interno del coiinete o al diámetro del eie.)

LA CAPACIDAD ESTATICA DE LOS COJINETES depende de las condiciones subsiguientes
a la aplicación de Ia carga estática, así

como también de Ias dimensiones físicas. La capacidad estática de un cojinete que no gira después de
aplicada la carga estática será mucho mayor que la de un cojinete que sí gire; las cargas muy pequeñas
producirán deformaciones permanentes en el cuerpo rodante y en el camino de rodadura, que impiden
el funcionamiento silencioso a altas velocidades, aunque el valor del rozamiento no se afecta apreciable-
mente ni el cojinete se avería.

En la figura 22-1 se muestra un cojinete liviano,
uno mediano y uno pesado, que tienen el mismo diá-
metro interior.

El primer trabajo sobre la capacidad estática de
los cojinetes, hecho por Stribeck, sirvió por muchos años
como base para hallar la capacidad de los cojinetes. Pos-
teriores experiencias y datos de ensayos dieron informa-
ciones adicionales, tales como las capacidades adecuadas
de los cojinetes. Finalmente Palmgrem hizo algunas
modificaciones que a su vez fueron modificadas por
la Anti-Friction Bearing Manufacturers Association
(AFBMA) para adaptar las condiciones dinámicas. El
trabajo de Stribeck sirve aún como base de la capaci-
dad estática de los cojinetes.

La ecuación de Stribeck para la capacidad estática C6, para cojinetes de bolas, es

n KZD2uo= 
b

donde K es una constante que depende del diámetro de las bolas; Z : numero de bolas; D : diámetro
de las bolas. La ecuación de la capacidad estática de un coiinete de rodillos rectos es

Cn = KZ=DL
"D

donde K : uoá constante; /, : n¡mero de rodillos; D :
Ios rodillos.

Las siguientes definiciones y datos empleados en el
carga estática de cojinetes de bolas radiales, se tomaron de la

Fle'22-t

diámetro de los rodillos; 1- : longitud de

método para evaluar las capacidades de
AFBMA Standards - Methods of Eualuat-
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ing Load Ratings of Ball Bearings, publicados por Ia Anti-Friction Bearing Manufacturers Association
Inc. y reproducidos con su permiso.

T. METODO PARA EVALUAR LAS CAPACIDADES DE CARGA ESTATICA DE COJINETES
DE BOLAS RADIALES

A. Definiciones

(1) La carga estótica se define como la carga que actúa sobre un cojinete que no gira.

(2) Bajo la acción de cargas estáticas de magnitud moderada aparecen deformaciones permanentes en lis
bolas y en los anillos de rodadura, que aumentan gradualmentc cuando la carga disminuye, Por con-
siguiente, la carga estática permisible depende de la magnitud permisible de la defo¡mación perma-
nente.

La experiencia demuestra que una delbrmación permanente de 0,0001 del diámetro de las bolas,
producida en la bola más cargada y en los puntos de cc¡ntacto de los anillos de rodadura con ésta, se

puede tolerar en la mayor parte de las aplicaciones de los cojinetes, sin menoscabo del funcionamiento
del cojinete.

En ciertas aplicaciones, donde la rotación del cojinete es lenta y los requerimientos de lisura y
rozamiento no son demasiado exactos, se puede permitir una deformación permanente mucho mayor.
Así mismo, cuando se necesita una lisura extrema o los requerimientos de rozamiento son críticos, la
deformación permanente total que se puede tolerar es menor.

Con el fin de establecer capacidades comparativas, la capacídad de base estática se define como
la carga estática radial que corresponde a una deformación perrnanente total de 0,0001 del diámetro
de las bolas, que se produce en la bola más cargada y en los puntos de contacto de los anillos de roda-
dura con ésta.

En cojinetes de una hilera de bolas con contacto angular, la capacidad de base estática se relaciona
con la componente radial de la carga de base estática, la cual produce un desplazamiento permanente
radial de los anillos del cojinete, uno respecto al otro.

(3) La carga estotica equioaLente se define como la carga estática radial que si se aplica, produce la misma
deformación permanente total en la bola más cargada y en los puntos de contacto de los anillos con
ésta, que causaría la condición real de carga.

B. Cálculo de la capacidad de base estática y de la carga estática equivalente

(.1 ) Capacidad de base estática: La magnitud de la capacidad de base estática Ce es

donde

Co = f6iZD2 cos d"

I - número de hileras de bolas de un cojinete cualquiera

d, : ángulo nominal de contacto : ángulo nominal comprendido entre la línea de acción
de la carga sobre la bola y un plano perpendicular al eje del cojinete

Z - nimeto de bolas por hilera
D : diámetro de las bolas

En la tabla I-1 se dan los valores del factor f^ oara diferentes clases de coiinetes, tal como se dise-
ñan y se fabrican comúnmente, construidos ¿" aó.o endurecido.

Tabla I-1
Factor /s

Tipo de cojinete

tto

Unidades
kg, mm

Unidades
libra, pulgada

Cojinetes de bolas
autoalin ea ntes

Cojinetes de bolas con surco de
contacto radial y angular

0,34

r,25

484

l?80

(2) Carga estática equivalente: Para cojinetes sometidos a cargas radiales y axiales combinadas, la
magnitud de la carga estática equivalente P^ es la mayor de

XoF, + YoFo

F,

D-¡o
D-¡o
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donde Xo: factor
Yo : facto'

Los valores de X6 y

carga radial
carga de empuje axial

tabla I-2.

Tabla I-2
Factores Xo y Yo

radial
axial

Y6 se dan

D

D^a -
en la

Notas: (1 )

(2)
P9 es siempre Z F".
Para dos cojinetes similares de una hilera de bolas con contacto angular, montados "cara
a cara" o "espalda contra espalda", utilizar los valores de Xg V f6 eue se aplican a un co-
jinete de dos hileras de bolas con contacto angular. Para dos o más cojinetes similares de
una sola hilera de bolas con contacto angular montados "uno tras otro", utilizar los valo-
res de Xo y Y9 que se aplican a un cojinete de una hilera de bolas con contacto angular.
Se supone que los cojinetes de doble hilera son simétricos.
El valor máximo permisible de Fo/C6 depende del diseño del cojinete (profundidad del
surco y juego interno).

(3)
(4)

LA CAPACIDAD DINAMICA DE UN COJINETE se basa en la resistencia a la fatiga del ma-
terial, que contrasta con la capacidad está-

tica que se basa en la deformación permanente. Es importante obseruar que, en generaL, un cojinete
que gira a baja ueLocidad tiene una capac¡dad normal más alta que Ia capacidad normal e'stática, ya
que la deformación permanente que tiene Lugar se distribq'e más uniformemente; en consecuencia,
con rotación se puede tolerar una ma)ior cantidad de deformacíón permanente.

La duración de un cojinete puede definirse en función de las horas de rotación a cierta velocidad
o bien en fünción del número de revoluciones. Es necesario definir la duración en función del funciona-
miento de un grupo de cojinetes, ya que la duración de un cojinete en particular no puede predecirse.
Los cojinetes están clasificados de acuerdo con dos bases, según el fabricante:
(l ) La duración media de un grupo de cojinetes,
(2) La duración alcanzada o sobrepasada por el 90!r. de los cojinetes. Las capacidades normales dadas

por la AFBMA se basan en Ia duración alcanzada o sobrepasada por el 909i de los cojinetes de un
grupo.

La mayor duración de un cojinete particular rara vez es mayor que 4 veces la duración media.
La duración alcanzada o sobrepasada por el 50ii de un grupo de cojinetes es aproximadamente 5 veces
la duración alcanzada o sobrepasada por el 90fá de los cojinetes. La duración máxima de un cojinete
particular es alrededor de 30 ó 50 veces Ia duración mínima. Así, cuando para un cojinete particular,
la confiabilidad y la seguridad son esenciales, se deben utilizar factores de seguridad más grandes,
puesto que no hay forma de predecir qué tan lejos estará la duración de este cojinete de la duración
media.

La capacidad de base dinámica de un cojinete C se define como la carga radial consranr,e que
puede soportar un cojinete radial (o la carga axial constante que puede soportar un cojinete de em-
puje axial) para que la duración mínimá sea de 1.000.000 de revoluciones (que es el equivalente a

Tipo de cojinete

Cojinetes de una
hilera (1)

Cojinetes de doble
¡¡.." (3)

xo wro v/ro Yo

Cojinetes de bolas con surco de
contacto radial(1) 06 0.5 06 0,5

Cojinetes de bolas con surco de tX = 20o
contacto angular (2) 

d, = 25o

d=30o
d, = 3bo

d=40o

0,5

0,5

0,5

0,5

U,D

0,42

0,3 8

0,3 3

0,29

0,26

1

I
I

1

I

0,84

0,76

0,66

0,58

0,52

Cojinetes de bolas autoalineantes 0,5 0,22 col d 1 0,44 cot d
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500 horas de funcionamiento a una velocidad de 33,3 rpm); la duración mínima es Ia duración alcan-
zada o sobrepasada por el 90r,c de cojinetes de un grupo., La capacidad de base dinámica se basa en el

hecho que el anillo interno gira y el exterior es estacionario. (Obsérvese que la duración media corres-
pondería, entonces, a 5.000.000 de revoluciones, es decir, a 2500 horas de funcionamiento a 33,3 rpm.)

La información sobre el método para evaluar las capacidades de carga dinámica en cojinetes
radiales de bolas, suministrada por Ia Anti-Friction Bearing Manufacturers Association, Inc. y repro-
ducida aquí con su permiso, da las definiciones, Ios métodos de calcular las capacidades de base di-
námicas, la duración nominal, la carga equivalente y las constantes necesarias para cojinetes radiales
de bolas, que se escogieron para ilustrar los procedimientos empleados en la clasificación de cojinetes.
La AFBMA ha preparado informaciones análogas de otros cojinetes, que no se incluyen aquí. Obsérvese
que la información puede utilizarse para determinar la capacidad básica de carga de un cojinete dado,
pero la selección de un cojinete requiere la tabulación de los resultados obtenidos de una serie de coji-
netes, ya que los diámetros de las bolas y los números de bolas varían.

II. METODO PARA EVALUAR LAS CAPACIDADES DE BASE DINAMICAS EN COJINETES DE
BOLAS RADIALES

A. Definiciones

La duracíón de un cojinete de bolas individual se define como el número de revoluciones (u horas de
funcionamiento a una velocidad constante dada) que puede efectuar un cojinete antes que aparezca la
primera evidencia de fatiga en el material de los anillos o en cualquiera de los elementos rodantes.

La duración nominal de un grupo de cojinetes de bolas aparentemente idénticos se define como el número
de revoluciones (u horas de funcionamiento a una velocidad constante dada) que alcanzan o sobrepasan
el 909á de cojinetes del grupo antes que aparezcan signos de fatiga. Como se determinará en seguida, la
duración alcanzada o superada por el 50'lo de los cojinetes del grupo es aproximadamente cinco veces

la duración nominal.
La capacidad basíca de corgo es la carga radial estacionaria constante que un grupo de cojinetes de bolas
aparentemente idénticos con el anillo exterior estacionario, pueden aguantar, para una duración nominal
del anillo interior de un millón de revoluciones. En cojinetes de una hilera de bolas con contacto angular,
la capacidad básica de carga se refiere a la componente radial de la carga, la cual causa un desplaza-
miento puramente radial de un anillo del cojinete respecto al otro.

Cuando se dan las capacidades de carga para velocidades específicas, se deben basar en una duración
nominal de 500 horas.

La carga equiualente se define como la carga radial estacionaria y constante que aplicada a un cojinete
con el anillo interior giratorio y el exterior estacionario, producirá la misma duración que alcanzaría el
cojinete sometido a las condiciones reales de carga y de rotación.

B. Cálculo de la capacidad básica de carga, la duración nominal y la carga equivalente

(l ) De tiempo en tiempo se deben revisar estas recomendaciones, debido a los adelantos y nuevos desar¡ollos.
(2) Capacidad básica de carga: La magnitud de Ia capacidad básica de carga C,para cojinetes de bolas

con contacto angular y radial (excepto para cojinetes con rebaje para rellenado), con bolas cuyo diámetro

no sea mayor de 25,4 mm (1 pulgada), es

c = f"(i cos g¡o't 7c/s rt'e '

Cuando los diámetros de las bolas son mayores que 25,4 mm y las unidades utilizadas son kg y mm,

C = .f. ii cos ¡y¡o't 2t¡s 8.647 D7'a ;

Ouando los diámetros de las bolas son mayores que 1 pul y las unidades utilizadas son lb y pul,

C = /" 1i cos d,¡o" 72/s ot,+
donde
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U)

(2)

número de hileras de bolas en un cojinete cualquiera

ángulo nominal de contacto : ángulo nominal comprendido entre la línea de acción
de la carga sobre la bola y un plano perpendicular al eje del cojinete

número de bolas por hilera
diámetro de las bolas

lactor que depende de las unidades utilizadas, de la geometría de los componentes del
cojinete, de Ia exactitud con que se han fabricado las partes del cojinete y del material
empleado

Los valores de f. se obtienen multiplicando los valores de f c/f , tomados de la columna apropiada
de la tabla II-1, por un factor /, señalado en el apéndice 1.

D:
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Tabla II-1
ru"to, I

D cos d (l)
dn

!Cj
Cojinetes de bolas de una hilera con
surco para contacto radial y cojinetes
de bolas de una y de doble hilera con
surco para contacto angular (2)

Cojinetes de bolas de
doble hilera con

surco para
contacto radial

Cojinetes de bolas
autoalineantes

0,05
0,06
0,0?

0,08
0,09
0,10

0,t2
0, 14
0,16

0,18
0,20
0,22

nr4
0,26
0, 28

0,30
0,32
0,34

0,36
0,38
0,40

0,476
0,500
0,52 I
0,539
0,554
0,566

0,586
0,600
0,608

0,61r
0,61r
0,608

0,60r
0,593
0,583

0,571
0,558
0,543

0,527
0,510
0.492

0,451
0,474
0,494

0,511
e,524
0,53?

0,55 5
0,568
0,57 6

0,5? 9

0,5?9
0,5?6

0,57 0
0,562
0,552

0,541
0,530
0,5 15

0,500
0,484
0,467

0,1?6
0,190
0,203

0,2r5
o,227
0,23 B

0,2 61
0,282
0,3 03

0,323
0,342
0,3 59

0,375
0,390
0,!02

0,4 11
0,418
0,420

0,42r
0,418
0,412

Notas: (1) d, denotaeldiárnetroprimitivodeljuegodebolas.ParavaloresO" D cgs d diferentesalosdados
en la tabla, fr/¡ se obtiene por interpolación lineal. dm

(2) a. Cuando se calcula la capacidad básica de carga de una unidad que consta de dos cojinetes
similares de una hilera de bolas con contacto radial, en un montaje doble, la pareja se con-
sidera como un cojinete de dos hileras de bolas con contacto radial.

b. Cuando se calcula la capacidad básica de carga de una unidad que consta de dos cojinetes
simila¡es de una hilera de bolas con contacto angular, colocados "cara a ca¡a" o "espalda
contra espalda", en un montaje doble, la pareja se considera como un cojinete de dos hileras
de bolas con contacto angular.

c' Cuando se calcula la capacidad básica de carga de una unidad que consta de dos o más co-
jinetes similares de una hilera de bolas con contacto angular, montados "uno t¡as otro", y
fabricados y montados de modo que la distribución de carga sea uniforme, la capacidad de
la combinación es igual al número de cojinetes elevado a una potencia igual a 0,7 veces la
capacidad de uno solo de los cojinetes. Si por alguna razón técnica, la unidad se puede tratar
como un número de cojinetes intercambiables individuales de una hilera de bolas, la nota
(2)c no se aplica.

(3) Duración nominal: La magnitud aproximada de la duración nominal L para cojinetes de bolas (excep-
to para cojinetes de rebaje para rellenado) es

L = G/P)3 millones de revoluciones
donde P: cat9a equivalente.

(4) Carga equivalente: La magnitud de la carga equivalente P para cojinetes de bolas con contacto radial
y angular de tipos convencionales (excepto para cojinetes de rebaje para rellenado) sometidos a una
combinación de carga radial constante y carga de empuje axial constante, es

P = xv++Y+,
Y : factor axial

4 : car8a radial
F) : carga de emPuje axial

Los valores d'e X, V y Y se dan en la tabla Il-2. El factor Vse utiliza como medida de precaución,
debido a la escasez de evidencias exoerimentales.

donde X: factor¡adial
V : factor de rotación
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Tabla II-2
Factores X,Vy\
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Tipo de cojinete

Con relación a la
carga el anillo
interior está

Cojinetes de una

"o¡^ 
¡¡¡""¿(2)

Cojinetes de doble hilera(3)

e
iran-
do

Fijo
F^

\p
VF"

F^
___v_ < p
VF,

F.
3
VFn

f/ t/ X Y x v X v

Cojinetes
de bolas
con surco
para
contacto
radial (4)

üQ)
co

F"

izD2
Uni-

dades
lb, pul

I t2 0,56

2,30
10(¡
I ry1

1,55
1, {5
1,3 1

1,15
1,04
1,00

1 0 0,56

2,30
1,99
t,11
1,55
1,45
1, 31
1, 15

1, 04
1.00

0,19
0,22
0,26
0,28
0,3 0
0,34
0,38
0,42
0.44

0,0 14
0,028
0,056
0,084
0,11
0, 17

0,28
0,42
0,56

25
50

100
150
200
300
500
?50

1000

Cojinetes
de bolas
con surco
para
contacto
angular,
con
ángulo
de

contac-
¡s@)¡

50

i40)
co

\
ZD2
Uni-

dades
lb,pul

I t.2

Para este tipo,
utilizar los
valores de
X,Yve
aplicables a

los cojinetes
de una hilera
con contacto
radial I

2,78
2,40
2,07
1,8?
1,?5
1,58
1,39
t,26
t.2L

0,?8

3,74
3,23
2,18
2,52
2,36
2,L3
1,8?
1 ,69
1, 63

0,23
0,26
0,30
0,34
0,3 6
0,40
0,45
0,50
0,52

0,014
0,028
0,056
0,085
0, 11

0, 17

0,28
0,42
0,56

25
50

100
150
200
300
500
?50

1000

100

0,0 14
0,029
0,05?
0,086
0,11
0,17
0,29
0,43
0,57

25
50

100
150
200
300
500
750

1000

1 t2 0,46

1, 88
1,? 1

1,52
1,41
t,34
L,23
1, 10
1,01
1,00

I

2,L8
1,98
1,76
1,63
1,55
L,42
r,27
1,1?
1, 16

0,?5

3,06
2,18
2,47
2,29
2,18
2,00
I,?9
1 ,64
1 ,63

0,29
0,32
0,36
0,38
0,40
0,44
0,49
0,54
0,54

150

0,0 15

0,029
0,058
0,087
0,12
0,1?
0,29
0,44
0,58

25
50

100
150
200
300
500
?50

1000

1 t2 044

t,47
1,40
1,3 0

L,23
1, 19
L,l2
r,02
1,00
1,00

I

1,65
1,5?
1,46
1,3 8
1,34
1,26
t,t4
t,t2
L,I2

0,72

2,39
2,28
2,tl
2,00
1 ,93
L,82
1,66
1 ,63
I ,63

0,38
0,40
0,43
0,46
0,41
0,5 0
0,55
0,56
0,56

20"
250
300
350
4tr

I
I
1

1

1

t,2
t,2
t,2
1,2
t.2

0,43
0,41
0,39
0,37
0,35

1, 00
0,8?
0, ?6
0,66
0,57

I
I

1

I
I

1, 09
0,92
0,?8
0,66
0,55

0,?0
0,6?
0,63
0,60
0,5?

1,63
l,4l
L,24
1,07
0.93

0,5?
0,68
0,80
0,95
t,L4

Cojinetes de bolas
autoalineantes

1 I 0,40 0,4 cot d I 0,42 cot ü 0,65 0,65 cot d 1,5 tan d
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Notas: (1) Co es la capacidad de carga estática.

(2) Paracojinetesdeunasolahilera,utilizar X: I y y:0 cuando !g- = r.
VF, -

Dos cojinetes simila¡es de una hilera de bolas con contacto angular montados "ca¡a a cara"
o "espalda contra espalda" se consideran como un cojinete de doble bile¡a con contacto angular.

Para dos o más cojinetes similares de una hilera de bolas montados "uno tras otro", utilizar
los valores de X, Yy eque se aplican a un solo cojinete. Cuandod es menor de20", F"y Fo no
son las cargas totales sino las cargas por cada uno de los cojinetes. C6 e i también se refiererla
un solo cojinete.

(3) Se supone que los cojinetes de doble hilera son simétricos.
(4) El máximo valor permisible d,e \/Cs depende del diseño del cojinete.
(5) Los valores de X, Y y e para cargas o ángulos de contacto diferentes de los indicados en la tabla

II-2, se obtienen por interpolación lineal.
(5) Estas normas están limitadas a los cojinetes en que el radio de la sección trasversal de los anillos no es

mayor que:

En los anillos internos de cojinetes de bolas con contacto angular y surcos profundos: 529á del diá-
metro de las bolas.

En los anillos exteriores de cojinetes de bolas con contacto angular y surcos profundos: 539" del diá-
metro de las bolas.
En los anillos internos de cojinetes de bolas autoalineantes: 539á del diámetro de las bolas.
La capacidad de carga no se aumenta por el empleo de radios de surco menores, pero sí se reduce

por el empleo de radios mayores que los indicados antes.

Apéndice l. Un valor recomendado del factor I que se basa en pruebas corrientes efectuadas a cojinetes de
bolas de buena calidad (cojinetes de bolas de acero endu¡ecido) es

f : l0 cuando las unidades utilizadas son kg y mm

f : 7450 cuando las unidades utilizadas son lb y pul

III. METODO PARA EVALUAR LAS CAPACIDADES DE
CARGA DINAMICA EN COJINETES DE BOLAS QUE
TMNEN LOS RADIOS DE LA SECCION TRASVER-
SAL DE LOS ANILLOS IGUALES AL 6770 DEL DIA-
METRO DE LAS BOLAS
A. Las definiciones están dadas en el numeral II A.
B.

(1) De tiempo en tiempo se deben revisar estas recomen-
daciones debido a los adelantos v a los nuevos des-
arrollos.

(2) Capacidad básica de carga: La magnitud de la
capacidad básica de carga C, para cojinetes de bolas
con contacto radial y angular es

c = .f" ii cos 21¡o'1 Tz/s Pt'e

donde i, d., Z, D y f c estándefinidos en la misma for-
ma que en el numeral II B.

Los valores de /6. se obtienen multiplicando el
valor de f6/f, tomado de la columna apropiada de la
tabla Itr-l, por un factor /, indicado en el apéndice 1

de la sección II.
(3) Duración nominal: La magnitud aproximada de la

duración nominal L, para cojinetes de bolas, es

L : (C/P)3 millones de revoluciones
donde P : carga equivalente.

(4) Carga equivalente: La magnitud de la carga equi-
valente P, para cojinetes de bolas con contacto radial
y angular de tipo convencional, sometidos a una com-
binación de carga radial constante y carga de empu-
ie axial constante es Las notas (f) V (2) dadas a continuación de la

tabla II-1 se aplican también a la tabla III-1.

Tabla III-l
Fa"to. L

f

I s6s g (1)

dn

fc
f

Cojinetes de bolas con surco
para contacto radial y angular (2)

0,05
0,06
0,0?
0,08
0,09
0,10
0,t2
0, 14
0,16
0,18
0,20
0,22
0,24
0,26
0,28
0,30
0,32
0,34
0,36
0,38
0,40

0,296
0,311
0,324
0,335
0,344
0,352
0,3,64
0,373
0,3? 8
0,3 B0

0,380
0,3?8
0,373
0,368
0,36 2

0,3 55
o,347
0,337
0,327
0,317
0.3 06

P = XV++yFa
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Tabla III-2
Factores X,Yy e
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Tipo de cojinete

Cojinetes de una hileratr Cojinetes de doble hilera(3)

eF*̂>"
VFn

F^- 1o
VFn="

F^vff' "

X Y X Y X Y

Rodamientos
de bolas con
surco para
contacto
radial

Fa

izD2
Unida-

des
lb-pul

0,56

3,09
2,11
2,43
2,23
2,r0
r,92
1,?1
1 ,56
t,44

I 0 0.56

3,09
2,71
2,43
2,23
2,10
L,92
L,7l
1,56
t,44

0,09
0,L2
0,14
0,15
0,16
0,18
0,2L
0,23
0,24

25
50

100
150
200
300
500
?50

1000

Cojinetes
de bolas con
su¡co para
contacto
angular, con
ángulo de
contacto:

50

Fa

zD2
Unida-

des
lb-pul

Para este tipo,
utilizar los valores
deX,Yye
aplicables a los
cojinetes de una
hilera con
contacto radial

1

3,69
3,3 0

2,89
2,66
2,50
2,29
2,O4
1, 86
t,72

0,78

5,02
4,49
3,94
3, 63
3,41
3,12
2,78
2,53
2,35

0,17
0,19
0,22
0,24
0,25
0,27
0,31
0,34
0,36

25
50

100
150
200
300
500
750

1000

1d

25
50

100
150
200
300
500
?50

1000

0,46

2,20
2,09
1,94
1,84
r, a I

1,66
1, 53
L,44
1,36

1

2,55
2,4r
2,24
2,L3
2,04
10t
L,77
1,66
1, 5?

0,?5

3,58
3,39
3,14
too
2,87
2,69
2,49
2,33
2,2r

0,25
0,26
0,28
0,29
0,31
0,33
0,35
0,3 8

0,4 0

150

25
50

100
150
200
300
500
?50

1000

0,44

1,55
1,51
1,48
t,42
1,3 9
1,34
L,26
t,20
1,16

I

1,74
1,70
1,66
1,59
1,56
1,50
L,42
1,35
1.30

0,72

2,52
2,46
2,4L
2,31
2,25
2,17
2,05
1,96
1,88

0,35
0,36
0,36
0,3 8
0,39
0,4L
0,43
0,45
o,47

2oo
250
300
350
400

0,43
0,41
0,39
0,37
0,35

7,14
0,95
0,81
0,69
0.60

I
I
1
I
I

I

t,25
1, 00
0,83
0,69
0,58

0,70
0,6?
0,63
0,60
0,5?

1,86
1,55
1,31
L,L2
0,9?

0,50
0,62
0,75
0,91
1,08
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donde X: factorradial
V : factor derotación : 1,0 si el anillo interno gira con relación a la carga

: 1,2 si el anillo interno es estacionario con relación a la carga
Y : factor axial Fr : carla tadial Fa : carga de empuje axial

Los valores de X y Y se dan en la tabla III-2. El factot V se utiliza como medida de precaución. de-
bido a la escasez de evidencias experimentales.

F^
Notas: (1) Para cojinetes de una sola hilera utilizar X : I y Y :0, cuando it: ".

Dos cojinetes similares de una hilera de bolas con contacto angular montados 'tara a cara"
o "espalda contra espalda" se consideran como un cojinete de doble hilera con contacto angular.

Para dos o más cojinetes similares de una hilera de bolas, montados "uno tras otro", utilizar
los valores de X, Y y e que se aplican a un solo cojinete. Cuando c es menor de 20', F, y F¿ no
son las cargas totales, sino las cargas por cada uno de los cojinetes.

(2) La máxima carga de empuje axial permisible depende de la geornetría del cojinete.
(3) Se supone que los cojinetes de doble hilera son simétricos.
(4) LosvaloresdeX, Yyeparacargasoángulosdecontactodiferentesalosqueseindicanenlata-

bla III-2, se obtienen por interpolación lineal.
(5) Estas normas están limitadas a los cojinetes en los cuales los surcos de los anillos tienen un radio de 579i

del diámetro de las bolas.

Para condiciones de carga variable, la CARGA EQUIVALENTE está dada por la carga media
cúbica o carga media efectiva Fr, que produce la misma duración que las cargas variables. En seguida
se indican diferentes expresiones de la carga media cúbica Fr.

Si las cargas son constantes por períodos,

Fn

donde Fn

F
f"n

Fr, Fr, F"

carga media cúbica, en lb
fuerza que actúa durante N revoluciones, en lb
número total de revoluciones para el cual se calcula la carga media cúbica Fm
cargas que actúan durante N, , N, y N, revoluciones, respectivamente.

Si las cargas son variables,
Fn

donde F : carga ejercida en un número arbitrario de revoluciones
/V : número variable de revoluciones

L n: duración alcanzada con la carga media cúbica, en revoluciones.

Si la velocidad de rotación es constante y Ia carga varía con el tiempo,

donde .t' : fuerza ejercida en un instante cualquiera, ú

I : tiempo que gasta un ciclo de la variación de carga

Si la carga es constante y la velocidad varía, se puede utilizar Ia velocidad promedio, puesto que
en los cojinetes la fatiga se presenta después de un cierto número de repeticiones del esfuerzo.

El efecto dinámico es una cantidad adicional que se debe tener en cuenta. Los factores recomen-
dados por la SKF para multiplicar la carga equivalente, con base en que las cargas son constantes, va-
rían entre 1 y 3,5, según la aplicación de los cojinetes.

SELECCION DE UN COJINETE. Digamos unas palabras generales de advertencia con respecto a
la selección de un cojinete. Como todos Ios fabricantes de coji-

netes interpretan sus propios datos de una manera diferente y emplean diferentes bases de clasificación,

>F3N
T
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es necesario que el diseñador esté completamente lamiliarizado con los procedimientos descritos en el ca-

tálogo que esté utilizando. Se presentan variaciones individuales, tales como la interpretación de la du-

ración de un grupo de cojinetes. ILa Neu' Departure basa sus capacidades en la duración mediapro'
bable de un cojinete de 3800 horas y emplea una velocidad base de 1000 rpm. La conversión de la
capacidad del catálogo de 3800 horas y 1000 rpm a otra duración (en horas) y otra velocidad (rpm) está

dada por

Duración deseada (en horas) = (3800 nrl(I{;4¡lcapacidad 
según caLíLlogo a 1000 rpm' lb)+

donde N está expresada en rpm y F es la carga .eal e,.t lb. 
1

LA INSTALACION DE COJINETES DE RODAMIENTOS tiene muchAS VATiACiONCS. EI diSC-

ñador debe afrontar, generalmen-

te, el problema de seleccionar una de las muchas posibles variaciones, tomando en cuenta el costo, Ia fa-

cilidad de montaje y desmontaje, la confiabilidad y el ajuste. No existen reglas fijas para determinar
el tipo específico de cojinete que se debe emplear en una aplicación dada o en un tipo de montaje.

A continuación se muestran algunos arreglos para fijar el anillo interno del cojinete al eje, cuando

el eie debe girar, como se indica. Generalmente el cojinete se ajusta a presión sobre el eje, con las di-

mensiones de ajuste del eje dadas en los catálogos de cojinetes, para diferentes aplicaciones'

En la figura 22-2 se muestran
su permrso:

(f ) (g)

tc.ío dc la .sKt' /nd!.lric\, /nc

Fie.22-2

los siguientes detalles, suministrados por Ia SKF y reproducidos con

Muestra una tuerca de fijación y una arandela de crerre.

Muestra una placa asegurada con tornillos; es una modificación de (a).

Muestra el empleo de un aro de resorte y un resalte obtenido con una pieza auxiliar.
Muestra los detalles de los chaflanes y el contacto del cojinete con los resaltes. Véanse en los catálo-
gos de cojinetes las dimensiones de ajuste recomendadas.

Muestra el empleo de un anillo separador para obtener el resalte necesario para el cojinete. El anillo
se adapta al eje con un ajuste holgado.
Muestra el empleo de una camisa adaptadora que se utiliza en ejes largos (laminada en frío y sin

26s

\al
(ó)

(c )

@)
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ajuste), donde resulta impráctico colocar cojinetes con ajuste de interferencia. El rozamiento produ-
cido por la presión de ajuste es suficiente para prevenir el desplazamiento axial de la camisa.

(g) Muestra una camisa desmontable que se utiliza en las aplicaciones en que el cojinete se debe colo-
car con algún ajuste de interferencia, pero se debe quitar después de ciertos intervalos de tiempo
para efectuar inspecciones o ajustar partes de la máquina.
Un montaje corriente de cojinetes tiene los cojinetes rígidamente asegurados al eje por medio de

tuercas de fijación y arandelas de cierre. (Véase Ia figura 22-3.) Iln cojinete se fija en su alojamiento
mientras que el otro se puede mover libremente en el suyo, en dirección axial, con el fin de prevenir las
variaciones de dimensión y la expansión térmica. El cojinete izquierdo puede soportar empuje axial en
cualquiera de los dos sentidos. Las f igrras 22-3 a 22-8 fueron suministradas por la Neu. Departure y re-
producidas con su permiso.

En la figura 22-4 se muestra una variante de montaje que se utiliza cuando no se necesita restrin-
gir el movimiento axial; no se necesitan tuercas de fijación ni arandelas de cierre. El movimiento total
de los cojinetes varía entre 0,015" y 0,020". El empuje axial hacia la derecha es soportado por el cojinete
derecho y el empuje hacia Ia izquierda por el cojinete izquierdo. Obsérvese que si se desea restringir el
movimiento axial, se pueden utilizar planchas de relleno con este montaje. Si se presentan expánsio-
nes térmicas se debe tener cuidado con este montaje.

En la figura 22-5 se muestra un montaje que tiene un aro de resorte en el alojamiento.
UIr cojinete con pantalla y cierre en un lado se utiliza cuando se requiere protección contra la su-

ciedad en un lado y el aceite llega desde el otro lado, generalmente por sistema de salpicadura. (Véase la
figura 22-6.)

Fie.22-3

Fis,.22-4

Fre.22-5

En Ia figura 22-7 se muestra un cojinete con pantalla y
tegido de la contaminación y se evita el escape de grasa. En
bricante.

En la figura 22-8 se muestra un cojinete con pantalla, únicamente; el cojinete queda protegido de
suciedades y partículas metálicas que pudieran estar dentro de la máquina, con excepción de las par-
tículas demasiado finas que pueden ser trasportadas en el salpique de aceite.

En las aplicaciones en que el calor generado no se puede disipar fácilmente, con temperaturas mo-
deradas de funcionamiento, se requiere un enfriamiento artificial. Una temperatura alta del cojinete
(generalmente por encima de 200'l'; en la mayor parte de las aplicaciones industriales Ia temperatura

Fic' 22-8
Ct¡rtcsín de lo Neu l)eporturc

cierre a ambos lados; el cojinete queda pro-
este caso el cojinete es engrasado por el fa-

Fls,.22-G

Fie. zz-l
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eslá entre 110"F y 180.F) en general requerirá un diseño especial del cojinete o, de lo contrario, se produ-

cirá una disminución én la duración del cojinete. En diseños críticos se debe calcular Ia capacidad de

generar calor y Ia capacidad de disipar calor.

PROBLEMAS RESUELTOS

¿Cuántos caballos de fuerza se perderán por rozamiento en un cojinete radial de bolas que tiene un
diámetro interno de 2,1654" y está sometido a una carga radial de 5000 Ib? El eje gira a 600 rpm.

Solución:
Momento de rozamiento M¿ -- Ff (D/2) = (5000)(0,0015)(2'1654/2) = 8,1 lb-pul

FIP de pérdidas por rozamiento = Ml/63.000 = (8,1)(600)/63.000 = 0,07? HP

Determinar el momento de rozamiento aproximado, M¡, producido en un cojinete radial de surcos

profundos, sometido a una carga de 1960 Ib. El cojinete es de la serie 302, con un agujero 0,5906"

-0,5903".
Solución:

Momento de rozamiento, M¿ = FÍ@/2) = (1960)(0,0015)(0,5906/2) = 0,868 lb-pul

3. Deducir la ecuación de Stribeck para la capacidad estática de un cojinete radi4l de una hilera de

bolas y surcos profundos, suponiendo que los anillos son rígidos y las bolas están igualmente espa-

ciadas. Determinar también la máxima carga ejercida sobre una bola. (Expresar el resultado en

función del diámetro de las bolas. D v del número de bolas, Z.)

Solución:
(o) La carga radial C6 está balanceada por las componentes verticales de las

fuerzas que actúan sobre el anillo, por medio de las bolas, en la mitad in-
ferior del cojinete:

co F" + 2F, cos 0 + 2F" cos 20 + ...

Para solucionar la ecuación anterior obtenemos una segunda considera-
ción de las relaciones entre las deformaciones. La deformación radial debi-
da a la carga F1 es D1 , la deformación radial debida ala carga F2 es E2,
etc., siendo

u2 D1 cos d, Dg = 6r cos20, etc'

si se supone que los anillos conservan su fo¡ma circular.
Así mismo, las relaciones de las defo¡maciones y las cargas están dadas
por las siguientes fórmulas, que se justifican en las ecuaciones de esfuerzo
de Hertz: lt = ü: r" 

= 
g"'/' pr¡

F2 6)rz ' Fn ñs/2 ' Fle.22-9

(d) El remplazo de (b) y (c) en (o) da

Co = Fr[t + 2(cos 0)u/' + 2(cos20)5/2 + ...).

(e) El ángulo d depende del número de bolas Z: 0 : Zto/2.
(/) Expresar (d)como Co: FtM, dond.e l'l = h + z(.o" 07s/z * 2@os20)5/2 + ...)'
(g) Stribeck encont¡ó que Z/M era prácticamente una cantidad constante, sin importar cuál sea el número

de bolas, siendo el valor medio aproximadamente igual a 4,3?. El sugirió utilizar un valor de 5 en las con-

diciones prácticas, debido a la presencia del juego interno y de la deformación que hace perder la forma

circular. Trabajos experimentales posteriores confirmaron esta conclusión. De modo que para un cojinete

radial sometido a una distribución de carqa radial, Ia máxima carga producida sobre una bola se puede

^ CnZ Co(5)
.ZMZ

Stribeck encontró, con base en sus trabajos experimentales, que la carga F1 Que produce una defo¡mactÓn

permanente dada entre dos bolas del mismo diámet¡o, puede expresarse con la fórmula

Fl = KD2
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donde K es una constante de proporcionalidad. Así que KD2 : |Co/2, o sea que la capacidad estática
¡adial de un coiinete es

Co = KZD2/5

En consecuencia, la capacidad est¡ítica es C6 : KZD2/5 y la carga máxima producida sobre una
bola es Fr:'oCo/2.

4. Utilizando K : 8820 en la ecuación de Stribeck, calcular Ia capacidad estática de un cojinete de
la serie 208, de una hilera de g bolas de 15/32 pul de diámetro, con surcos profundos, y compa-
rarla con:
(o) La capacidad estática SKF de un cojinete de la serie 6208 de una hilera de 9 bolas de 15/82

pul de diámetro y surcos profundos.
(ó) La capacidad estática New Departure de un cojinete 3208 que tiene g bolas de lb/82 puI de

diámetro y surcos profundos.
(c) Utilizando la capacidad AFBMA, determinar la capacidad estática de un cojinete de una hile-

ra de g bolas de 15/82 pul de diámetro, con surcos de contacto radial.
Solución:
(¿) En el catálogo de la SKF hallamos que la capacidad estática de un cojinete 6208 es gb20 lb.
(b) En el catálogo de la New Departure hallamos que la capacidad necesaria para lograr el funcionamiento si-

lencioso de un cojinete estacionario 3208 es 3350 lb. Para el cojinete particular que se escogió, con el mismo
Lamaño y el mismo número de bolas, la discrepancia es pequeña (con respecto a la parte (a)) y se debe a
una diferencia de interpretación y a las diferentes constantes empleadas por los fabricantes.

(c) La capacidad AFBMA está dete¡minada por

Co = foiZD2 cos d. = (t?80)(1)(s)(rS/32)2 lcos 0o) = 3b20 Ib
donde /6 se halla en la tabla I-1.

Es inte¡esante observar que si el cojinete no funciona a altas velocidades después que se ha produci-
do la carga estática, la carga puede aumentar hasta cuatro veces (4 X 3520 : f4.080 lb) y la carga de
rotura es aproximadamente 8 veces la carga estática (8 x gb20 : 2g.160 lb).

5. Utilizando la capacidad AFBMA, determinar la carga estática radial equivalente de un cojinete
radial de bolas, con surcos profundos, sometido a una carga radial F,. : 3000 lb y a una carga de
empuje axial Fo: 1000 lb. (Xo : 0,6 y yo : 0,5, según la tabla I-2.)

Solución:
Po = Xo* + yoFa = (0,6)(3000) + (0,b)(1000) = 2300 lb

Pero Podebe ser igual o rnayor que \l por tanto, la carga radial equivalente es igual a 3000 lb.

6. Utilizando la capacidad AFBMA, determr'nar Ia carga estática radial equivalente de un cojinete de
bolas con contacto angular, sometido a una carga radial de 2000 lb y a una carga de empuje axial de
3600 lb. (Xo: 0,5, Yo : 0,33 para un ángulo de contacto de 30", según la tabla I-2.)

Solución:
Po = Xo\ + YoFa = (0,5)(2000) + (0,33)(3600) = 2200 Ib

Como P6 debe ser igual o mayor que Fr, la carga radial equivalente es igual a 2200 lb.

7. Repetir el problema 6, con la diferencia que la carga de empuje axial es Fo: 1200 lb.
Solución: Po = Xo| + yoFa = (0,5)(2000) + (0,33)(1200) = 1400 tb

que es menor que Fr; por consiguiente la carga radial equivalente es 2000 lb.

8. Aunque los catálogos de cojinetes tabulan la capacidad de carga estática, determinar la capacidad
estática de un cojinete 6309 de una sola hilera de bolas y surcos profundos, que tiene 8 bolas de
11116 pul de diámetro.

Solución:
Capacidad de carga estática, Co = foizD2 cos d, = (1?BO)(l)(8)(ll/rc)2 cos Oo = 6?30 lb.
(El catálogo de la SKF, que emplea las normas AFBMA tiene un valor C6 : 6230 lb para un cojinete

6309.)
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9. Un cojinete de bolas SKF No. 1310 de autoalineamiento tiene una capacidad dinámica específica,

C : 75lO Ib (es decir, que el 90ii de un grupo de cojinetes tendrá una duración de 500 horas a

33,8 rpm, con una capacidad de 7510 lb). Si Ia carga radial equivalente realmente aplicada al co-

jinete es P : 10.000 lb, determinar:
(o) La duración probable, expresada en millones de revoluciones (la duración lograda por el 90(i

de un grupo de cojinetes de este número), siendo la velocidad de rotación 1800 rpm.

(b) La duración Iograda por el 901i de cojinetes, expresada en horas.

(c) La duración media probable, expresada en horas'

Solución:
(a) Duración en millones de revoluciones : (C/P)3 : (?510/10.000\s: 0,423 millones de revoluciones

Obsérvese que la velocidad no entra en los cálculos'

(b) Duración en horas = ,4?1 
000 ItI t I r.

1800 rev/min 60 min
Así, la duración probable del 901, de los cojinetes es 3,92 horas'

(c) La duración media probable es 5 veces la duración probable del 90f'r de los cojinetes, o sea 19,6 horas.

10. Repetir el problema

Solución:

la carga radial equivalente P es 1000 lb

(a) Duración en millones de revoluciones - (C/P)3 : (7510,/1000)3 : +22

(b) Duración en horas : j4+q:iry ,, --1 
tt - = 3920 h.

1800 revlmin 60 min
(c) La duración media probable es 5 veces Ia duración probable del 90lc de los cojinetes, o sea 19.600 horas.

11. Un cojinete tiene una capacidad dinámica radial específica de 8800 lb. ¿Qué carga radial equiva-

lente Ppuede soportar el cojinete a una velocidad de 400 rpm, si se desea que el 90'i de un grupo de

cojinetes tenga una duración H de ó000 horas, en estas condiciones?

Solución:
Duración deseada (en revoluciones) : (5000 x 60) min x 400 rev/min = 120 x 106 rev.

Duración en millones de revoluciones : (C/P)3 o sea que 120 : (8800/P)3 de donde P: 1780 lb'

12. lCuál es la capacidad dinámica específica C necesaria para obtener una duración É1: 10'000 ho-

ras (para el 90fi de cojinetes), con una velocidad de 650 rpm y una carga radial P: 670 lb?

Solución:
Duración deseada (en revoluciones) : (10.000x60) min x 650 rev/min = 390x 10o rev.

Duración (en millones de revoluciones) : (C,/P)s o sea que 390 : (C,/6?0)3 de donde C : 4900 lb'

aorh

13. Escoger un cojinete de bolas con surcos profundos, para

colocarlo en la parte inferior del eje vertical que se mues-

tra en la figura 22-10, el cual es accionado por una co-

rrea en V. Se ha determinado que la fuerza resultante
que actúa sobre la polea ( Tt I 'I'z) es 1200 lb. Basar
la selección en una distribución uniforme de carga y una
duración de 9000 ho¡as (para el 909á de un grupo de

cojinetes). Con base en la resistencia, el mínimo diáme-
tro del eje (en el asiento del cojinete inferior) es 15,/16

pul. El eje gira a 300 rpm. En este problema se utiliza-
rá un catálogo de la SKF para escoger el cojinete.

Solución:
(a) Aunque la carga es uniforme, la SKF recomienda un fac-

tor, con el fin de tomar los efectos dinámicos de la vibra-
ción de la correa y la fuerza adicional necesaria para
mantener la tensión correcta en Ia correa. Para una cor¡ea
en V el factor recomendado varía entre 1,5 y 2. Aquí se

utilizará, arbitrariamente, 1,5.

de revoluciones

It+I, = 129¡¡¡

Peso aproximado del eje

ylapolea = 200 Ib

Ftc. 22-10

Salida de potencia
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(ó) La carga radial uniforme que se ejerce sobre el cojinete inferior es 400 lb y empleando un facto¡ de choque
de 1,5, tend¡emos F¡: 600 lb.
Lacargaaxial(enladirecciónvertical)tomadaporelcojineteinfe¡iores Fo:200 lb.Elfactordinámico
no se aplicará a esta carga, ya que el peso es constante.
La carga radial equivalente es p = XV+ + yFa

donde (para un cojinete de una hilera de bolas y surcos profundos):

X : facto¡ radial que se da a continuación
V : factor de rotación : 1,0 si el anillo interior gira con respecto a la carga

: 1,2 si el anillo exterior gira con respecto a la carga
Y : factor axial que se da a continuación
e : valor de ¡eferencia que se da en la tabla de en seguida

Cuando Fa/V+ es menor o igual a e, utilizar X : 1 y y: 0.

Cuando 4/V+ es mayor que e, utilizar X :0,56 y tomar Y de la tabla dada a continuación.

\/co 0,014 0,028 0,056 0,084 0, 11 0,17 0,2 8 0.42 0,56

e 0, 19 0,22 0,26 0,28 0,30 0,34 0,3 8 0,42 0,44

v 2,30 1qo 1,7 I 1,55 1,45 1 af 1,15 1,04 1.00

Co : capacidad de carga estática (tabulado, por conveniencia en el catrílogo de cojinetes). Los va-
lores de \/C6, e y yson los que se dan en la tabla II-2 de las normas AFBMAy son los mismos del ca-
üílogo de la SKF.

(e) Como todavía no se conoce el cojinete que se debe emplear, se debe seguir el método de ensayo y error pa¡a
obtener la constante necesa¡ia. Como sabemos que el diámetro del eje es 15/16 pul, encontramos un coji-
nete de una sola hilera de bolas que tenga el agujero adecuado y verificamos su capacidad. Encontramos
los siguientes diámet¡os:

Cojinete 6005 6006 6205 6206 6305 63 06 6405 6406

jero ( 0 ,984 3 1.1811 0,984 3 1, 181 1 0.9843 1,1811 0,9843 1,1811

(/) Probemos, arbitrariamente, un cojinete 6205. Los valores dados para este cojinete son: C9 : 1560 lb,
C : 2420 lb. Entonces Fá/Co: 200/1560: 0,128 que corresponde a e: 0,91 y y : 1,41 (por
interpolac ión).

^ Fn 2OOComo 7f = (rñr, : 0.33 > e. utilizar X : 0,56 y Y: 1,41. En consecuencia

P: XVFr * yFa:0,56(1)(600) + 1,41(200) :618 lb
Duración probable, 7 = 1C/P)s = (2420/618)3 = 60 millones de ¡evoluciones.
Duración deseada (en revoluciones) : (9000 X 60 min)(300 revlmin) : 162 X 106 revoluciones.
Por consiguiente el cojinete 6205 no tiene la suficiente capacidad para esta aplicación.

(g) Ensayemos un cojinete 6305, que tiene el diámetro interior que deseamos. Entonces Co : 2390 lb, C :
3660Ib, $/Co:0,084, e:0,28 y Y:I,sb.

como -& - 2oo : o.BB > e.vF, (1)(600)

P: XVFr + YFa

Du¡ación probable, L : (C/n3 :
deseada es 162 millones de revoluciones.

El cojinete 6305 tiene una capacidad
aproximadamente 15/16 pul, el cojinete se
preferido del resalte para un cojinete 6305 es

14. Seleccionar un cojinete de bolas para la parte superior del montaje que se estudió en el problema
13. Carga radial F : 800 lb; duración deseada : 9000 horas a 300 rpm, o sea 162 X 106 revo-
Iuciones. No hay carga de empuje axial, o sea que Fa : 0.

Solución:
(o) El diámetro que debe tener el eje se determina por el agujero del menor cojinete que satisfaga las condi-

ciones o con base en la resistencia del eie.

(c )

(d)

utilizar X : 0,56 y Y : 1,55. En consecuencia

: 0,56(1)(600) + 1,55(200) : 646 lb

(3660/646)3 : 182 millones de revoluciones v la duración

mayor que la necesaria, pero como su diámetro interior es
acomoda bastante bien a los requerimientos. El diámetro
1,220 pul.
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Desde el punto de vista de la resistencia del eje, Ia flexión es cero en el asiento del cojinete superior,
pero existe una carga trasversal que produce esfuerzos de corte trasversales. Seleccionaremos el cojinete
de agujero mínimo que sea compatible con la resistencia del eje.

(b) Tomando en cuenta el factor dinámico 1,5, la carga radial F¡ es 800(1,5) : 1200 lb.

(c) La capacidad dinámica específica C que se necesita, se puede encont¡ar de L: (C/P)s, donde P:
XVF: + YFo : (1)(1)(1200) + y(0) : 1200 lb. Entonces 162 : (C/1200)3 y C : 6550 lb.

(d) Del catálogo de cojinetes obtenemos los siguientes cojinetes, con sus correspondientes capacidades diná-
micas específicas, diámetros del agujero y diámetros exte¡iores.

Cojinete C Agujero Diám. ext.

60 15

6211

6308

6406

6830 lb
?500 lb
?040 lb

?460 Ib

2,9528"
2,1654"
r,5748"

1.1811"

4,5276"

3,9370"
3,5433"

3,5433"

(Los valores de C enume¡ados arriba son mayores que el valor deseado C : 6550 lb, pero están

bastante próximos.)
(e) Si tomamos arbic¡ariamente un esfue¡zo de corte permisible de 12.000 psi, podemos hallar el diámetro del

eje con base en el esfuerzo, por medio de Ia fórmula

".=1r, r2.ooo= nÍuo9), d=0,84,," 3A 3 (iilrd')
Comparando (d) con (e) observamos que el tamaño del cojinete impone el diámetro del eje. Si se desea

el agujero más pequeño posible, se debe utilizar un cojinete 6406. Si se desea utilizar el cojinete con menor diá-
metro exterior posible, se puede emplear el 6308 o el 6406. (El diámetro preferido para el resalte del eje es 1,929"
para un cojinete 6308 y 1,535" para el cojinete 6406.)

Por tanto, es posible utilizar un cojinete 6406 con un diámetro pequeño del eje o un cojinete 6308, con un
diárnetro del eje, grande. La elección final depende del costo y de la fo¡ma de la máquina y de los cojinetes,
así como también de la rigidez y de las consideraciones sobre la velocidad crítica.

15. Uno de los cojinetes que se puede elegir en el problema anterior es uno SKF 6406, que tiene un
Z : 8 bolas de diámetro D : 2l/32 pul. El cojinete tiene una capacidad dinámica específica
C : 7460 lb, de acuerdo con el catalogo de la SKF. Determinar: (o) La clasificación AFBMA de

Ia capacidad de carga estática Co. (ó) La capacidad de base C, con /o: 1780 (tabla I-1) y fc:
4340 (hallado a continuación).

Solución:
(o) Co = foizD2 cos d = 1?80(1)(?)(21/32)2 cos Oo = 53?0 lb (igual a la capacidad SKF).

(b) C = .f.{j cos q¡o't 2z/s Dr'e = 4340(l cos 0of'7 0)2/3 (2t/32)1'8 = ?460 Ib (igual a la capaci-

dad SKF).
El valor de /. se halla como se indica a continuación, utilizando la tabla II-1 y el apéndice 1.

2 cos o - QL/32) cos 0o = 0,2?8. Se utiliza la relación aproximada, ya que se supone que
dm 2,36

eI diámetro primitivo del juego de bolas, dz, es el promedio de los diámetros de los anillos interior y exte-

rior, por no conocer las dimensiones específicas. El diámetro del anillo exterior de un cojinete 6406 es

3,5433" y el diámetro del agujero de este cojinete es 1,1811". El diámetro primitivo aproximado del juego

de bolas, d.n, es i8,5433 + 1,1811)" : 2,36".

Delatablall-1,para 4.o. d. = 0,n8,4 : o,urr. Delapéndice l, f:7450. Enconsecuencia,

fc:4940 \b. d^ |
Obsérvese que los valores catalogados de la capacidad básica se deben tomar del catálogo del fabri-

cante en que se está escogiendo el cojinete.

16. Una carga radial F1 : 1000 lb actúa por dos horas sobre un cojinete de rodamientos y luego se

reduce a F2 : 500 lb, por una hora. El ciclo se repite continuamente y el eje gira a 300 rpm.
Determinar la carga media cúbica Fa eue se debe utilizar en la selección del cojinete, para

una duración de 12.000 horas.

Solución:

E-
'm

(1000)3 (8000x60x300) + (500)3 (4000x60x300) _ oño rh
(12.000x60x300)
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donde

ilr : revoluciones ejecutadas bajo la acción de F1

Ln: revoluciones totales
Nz : ¡evoluciones ejecutadas bajo la acción de F2

17. La magnitud de una carga varía continuamente en forma sinusoidal y su sentido permanece
constante. Para una duración total de 20.000.000 de revoluciones a una velocidad de 400 rpm,
determinar la carga media cúbica, Fn, si la carga máxima es 1000 lb.

Solución:
Como la variación de la carga se repite, la carga media cúbica para un ciclo será la misma para todos

Ios ciclos. Por consiguiente, consideremos un ciclo, o sea una revolución.
Después que ha tenido lugar una fracción de la ¡evolución, la carga está dada por F : +500 - b00 cos 2T¡N,

donde N es la f¡acción de revolución (cuando N : 0, F: 0; cuando N : l/2 rev. I: _.{_1000: cuando
.N:1rev,F:0).

-, ^1

f J.' ,too - boo cos 2nN¡3 dN

Yl

- ,9r#IY- por, znu * zl)lo

= i{boo)E(ro = 6?s lb
En los catálogos de cojinetes se expresa que para el caso que la carga varíe como una curva sinusoidal,

la carga media cúbica se obtiene por medio de la fórmula aproximada Fn: 0,6g F..*, que concue¡da con
el cálculo hecho anteriormente.

18. Un eje que gira a una velocidad constante soporta una carga variable. La carga radial sobre el
cojinete es F1 : 500 lb por un tiempo ta : I segundo, F2 : 300 lb por t2 : 2 segundos,
¡'s : 100 lb por ts : 3 segundos. La variación de la carga se repite continuamente. ¿Cuál es
la carga equivalente Fr?
Solución:

F'm 312 lb

Nota. La ecuación h = también se puede utilizar aquí, obtenién-

dose el mismo resultado final. Las revoluciones ejecutadas bajo laacción de las cargas Fr, F, y F" en
rihorasdeoperaciónsonrespectivamente N1 = {1oo11¡1rnm), ilz =átooa)f.p.l, rv" = lloor/){rnm);y las revoluciones totales Ln: $O Il)(¡pm). Remplazando estos vá'lores en la ecuación anterior. ob-
tenemos Fn:3l2lb.

19. Sobre el eje que se muestra en la figura 22-IL están montados un engranaje recto G y una polea p.
A la polea se le suministra potencia por medio de una correa plana y se toma la potencia del eje
por medio del engranaje. EI eje está soportado por dos cojinetes de surcos profundos. Se ha esta-
blecido la siguiente información:

Caballos de fuerza : 10 (condiciones de carga uniforme)
Velocidad del eje : 900 rpm
El eje debe ser torneado en AISI 1035 laminado en caliente
Diámetro de la polea : 10,0"
Diámetro primitivo del engranaje : 10,0,,

El peso de la polea es aproximadamente 30 lb
El peso del engranaje es aproximadamente 30 lb
Relación de las tensiones en la correa, TJT2 : 2,b
Angulo de presión del engranaje : 2Oo

La polea y el engranaje se montan con un ligero ajuste de presión y se acuñan al eje.
Las fuerzas de la correa son perpendiculares al papel, siendo T, la fuerza en el ramal tirante

y T2 la |uerza en el ramal flojo. La fuerza tangencial que actúa sobre el engranaje es F¿ y la fuerza
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separadora, F. Ft es perpendicular al papel.

El diseño del eje con base en la resistencia, la velocidad crítica y la rigidez
capítulos correspondientes a los esfuerzos variables, diseño de ejes y deformaciones.
selección de los cojinetes, de una hilera de bolas y surcos profundos.

q=140rb += soIb

Iz = 93Ib

Peso

6"-

Fuerzas verticales

Fuerzas horizontales

Fuerzas verticales efectivas
(R¿y = 49lb)

i

Fuerzas horizon tales efectivas

se trata en los
Ahora se hará la

Tt=
Peso

233 lb

= 30lb

30 lb

326 tb

30lb

ir^ou = 1o8,b lb)
I

l(,P.Ril = 8?1,5Ib)

Solución:
F.le,.22-ll

La primera inforrnación que se debe obtener es la relativa a la aplicación y los detalles de funcionamiento.
Un cojinete adecuado para 500 horas de funcionamiento, por ejemplo, debe ser mucho más pequeño que otro
para 50.000 horas. La SKF recomienda una duración de 20.000 a 30.000 horas para máquinas de industria
mecánica, en general, donde las máquinas son utilizadas continuamente por períodos de 8 horas. Supongamos
qug nuestra aplicación es de un tipo tal, que necesitamos una duración de 25.000 horas.

El efecto dinámico producido en la trasmisión por engranaje se debe a dos efectos dinámicos:

(1) La vibración que se introduce por las inexactitudes en la forma de los dientes del engranaje, /¿.
(2) Los efectos dinámicos del mecanismo accionado, /, .

La fuerza del engranaje se encuentra a partir de la fórmula

F.t: Ffaf a
donde .F es la fuerza teórica calculada con base en el momento de torsión y la geometría. Los valores de /¿ reco-

mendados por las SKF están limitados entre 1,0 y 1,3 y los valores de f ¿ entre 1,0 y 3,0. Utilicemos a¡bitra-
riamente f A: I,3 y fd,:1,5. Entonces Feri: F(1,3)(1,5):f,95F.

Para la trasmisión por correa se debe emplear un lactor /¿ que varía entre 1,5 y 2, para tomar en cuenta
el efecto dinámico de la vibración de la correa y la fuerza adicional necesaria para mantener la tensión ade-

cuada en la correa. Utilicemos fA,: I,5 para la correa. Po¡ consiguiente, la fuerza efectiva en la correa es

r,5 F.

Las fuerzas que se deben utilizar en los cálculos son:

Fuerza tangencial efectiva sobre el engranaje : 1,95(140) : 273 lb

[(RPy= loelb)

2?3 lb I
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Fuerza radial efectiva sobre el engranaje
Fuerza efectiva en la correa, T1

Fuerza efectiva en la correa. ?c

: 1,95(50) 98 lb
: 1,5(233) : 350 tb
: 1,5(93) : 140 lb

Cojinete Diámetro preferido
del resalte del eje

Diámetro
exterior

6311
641 I

*2,559"

2,638"
4,7244"
5,039"

+Ligeramente mayor que 2,ó76", pe¡o satisfactoriamente

Diámetro D Diámetro 2D

La suma de las tensiones en la correa, 11 + Tr, es 350 + 140 : 490 lb. Obsérvese que los efectos diná-
micos no se consideran aplicados a los pesos de la polea o del engranaje.

Las reacciones a las fuerzas efectivas se indican en la figura, con líneas de trazos.

La carga radial resultante en el cojinete izquierdo es R, = VCrf - (lOBJf = 119 lb.
La carga radial ¡esultante en el cojinete derecho es Rn = \,ft¡r), ilB?ljf = g?g lb.
Revoluciones necesa¡ias para el 909¿ de los cojinetes : (2b.000)(60)(900) : l3b0 X 106 revoluciones.
La capacidad dinámica específica C requerida por cada cojinete es:

cojineteizquierdo: L: (c/P)s donde P: ftr. Entoncesl3b0: (c/rlq3 oseaque c:1900 lb.
Cojinetede¡echo: L: (C/ns donde P: ftp. Entoncesl3S0 - (C/87g)3 oseaque C:96b0 lb.

En el caüílogo de cojinetes de la SKF se obtienen los siguientes cojinetes de una sola hilera de bolas y
surcos profundos, de tamaños mínimos, que tienen una capacidad de base dinámica cercana a C : 1300 lb:

Cojinete
Capacidad de
base dinámica

Diámetro preferido
del resalte del eje Agujero

Diámetro
exterior

690?

6004
6202
6300

1690 lb
1620 lb
1320 lb
1400 Ib

1,578"
0,890 "
0, ?03 "
0,563 "

1,3?80 "
0,7874"
0,6693 "
0.3 937"

2,1654"
1,6535 "
t,5748"
1.37 80"

Como el diámetro del eje, D, es 1,288" (con base en las deformaciones) se puede utilizar el diámetro pre-
fe¡ido del resalte como base de la selección. El cojinete 6907 requiere un diámetro del resalte demasiado grande,
mientras que el cojinete 6404 requiere uno demasiado pequeño. Una nueva inspección del catálogo indica los
diámetros preferidos de los resaltes, cercanos a 1,288", de algunos cojinetes que tienen capacidades de carga
mayores que la capacidad requerida:

Considerando la economía y los requerimientos de tamaño, se concluye que un cojinete 6006 es el más
indicado para esta aplicación.

Un análisis similar hecho para el cojinete derecho, con un diámetro del eje de2D :2,576" (determinado
con base en un análisis de rigidez) y una capacidad dinámica específica requerida de 9650 lb, da los siguientes
tamaños mínimos de algunos cojinetes de una hile¡a de bolas y surcos profundos, con base, únicamente, en Ia
capaciCad de carga:

Cojinete Diámetro preferido
del resalte del eje

Diámetro
exterior

6006
6206
63 05

6405

1,346"
t,406"
1,469"
1,33 9 "

2,1654"
2,4409"
2,4409"
3,1496"

Cojinete Capacidad de
base dinámica

Diámetro preferido
del resalte del eje

Agujero Diámetro
exterior

60 18

6 216
63 10

6408

1 1.500
10.0 00
10.?00
1 1 .000

b

b

b

b

3,898"
3,504"
2,362"
1,969"

3,54 33 "

3,1496"
1,9865 "

L,5478,,

5,5 1 18"
5,5118"
4,3307"
4,3301"

En el catálogo se encuentra el cojinete de tamaño
más pequeño (mostrado en la tabla adyacente) que tie-
ne el diámetro preferido del resalte más cercano al
valor 2D : 2,576" (y tiene una capacidad dinámica
específica mayor que 9650 lb). Desde el punto de vista
de la economía y los requerimientos de tamaño, el
cojinete 6311 es adecuado.

Los diámetros calculados con base en diferentes
conside¡aciones son

Resistencia: Ecuación de Soderberg (factor de diseño : 1,5)
Código de sistemas de ejes de la ASME

1 | ¡t.¡'
1,01"

,!"-r¡
2,02"
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Velocidad crítica (no se considera la defo¡mación oo¡
esfuerzo de corte trasversal)
La máxima inclinación de los cojinetes es 1"

La máxima deformación en el engranaje es 0,001,,

275

0,597 "
0,470"

I,288"

t,ts4"
0,940"

2,576"

PROBLEMAS PROPUESTOS

2O. Determinar el rnomento de rozamiento aproximado probable en un cojinete de una hile¡a de bolas y surcos
profundos, sometido a una carga radial de 6000 lb. El diámetro interno del cojinete es 2,1654',.
rBesp. 'fomando un coeficiente de rozamiento de 0,0015, el momento de rozamiento es 9,Tb lb-pul

21. Utilizando las no¡mas de la AFBMA, determinar la carga estática radial equivalente P9 de un cojinete con
surcos de contacto radial, sometido a una carga radial Fr : 20OO lb y a una carga axial ¡a : 2000 lb.
Resp. P6: 2200 lb (con Xo: 0,6 y y6: 0,b)

22. Repetir el problema 21, tomando Fr : 2OO0 lb y F¿ : 500 lb. Resp. p6: 2000 lb

23. Determinar la capacidad de carga estática AFBMA de un cojinete de una hile¡a de bolas y surcos protündos,
que tiene 10 bolas de b,z8 pul de diámetro. Resp. C6: 6950 lb

24. Un cojinete de una hilera de bolas y surcos profundos tiene una capacidad dinárnica específica de 10.400 lb
(para 1.000.000 de revoluciones o 500 horas de funcionamiento a una velocidad de SS,S rpm, que son alcanzadas
o sobrepasadas por el 909á de un grupo de cojinetes). (o) Si la velocidad de ¡otación es 1800 rpm y la carga radial
real que se aplica al cojinete es 2000 lb, ¿cuál es la du¡ación, en revoluciones? (b) ¿Cuál será la duración pro-
bable, en horas? (c) ¿Cuál es la duración media probable? Resp. (a) 141 x tOs rev, (b) 1310 h, (c) 65b0 h

25. Un cojinete tiene una capacidad dinámica radial específica C :5s00 lb. ¿Qué carga radial puede soportar
el cojinete a una velocidad de 1200 rpm, si la duración deseada es 2000 horas (para el 90gá de un grupo de co-jinetes)? ftesp. 1050 lb

26. Una carga radial de 2000 lb actúa durante 5 ¡evoluciones y se reduce a 1000 lb durante 10 revoluciones. La va-
¡iación de carga se repite continuamente. ¿Cuál es la carga media cúbica? rqesp. 14gb lb

27. Dete¡minar el cojinete de la serie 6200 adecuado para soportar una carga radial de 400 lb durante 2000 ho¡as,
con una velocidad de funcionamiento de 1200 rpm. La distribución de carga es uniforme. A continuación se
indica la capacidad dinámica de base, c, de algunos cojinetes de la serie 6200:

Cojinete 6200 620 1 6202 6203 6204

c, lb 805 1 180 13 20 1650 2210

Resp. C : 2f00 lb; el cojinete 6204 es adecuado

28. Un cojineté 6203 de una hilera de bolas y surcos profundos tiene una capacidad de carga estática Co : 1000 lby una capacidad dinámica C : 1650 lb. ¿Cuál es la duración probable (que alcanza o supera el g09á de los
cojinetes) para una carga radial ¡'r.: 300 lb y una carga de empuje axial F6: 2g0 lb? El anillo exterior
es estacionario-

Resp'll/Co:280/l0o}:0,a,e:0,38,Y:l,lSylacargadeempujeaxialequivalenteesp:490 Ib.
La duración probable es 38,2 X 106 revoluciones

29. Resolver el problema 28, si F¿ : b6 lb.
Resp.$/Co:86/1000:0,0b6, e:0,26, FotVfr:56l(t)(s00):0,182, X:ry y:0. Lacargaradial

equrvalente es 300 lb y la duración probáble iO6 ¡ 19u ¡evoluciones
[-lr-
| ¡,,L
lltü

Separador

30. cierto cojinete tiene las dimensiones que'se muestran en la fizura 22-12. si el
anillo exterior gira a 1000 rpm y el anillo inte¡no es estaciona¡io, ¿curil será 1"1,, L|-f\-Diámet¡o de

f¡ ,,oln^i.r-n r^ t- :^,,r^ /-^-^-^r^-\q o---- l2i ;l l las bolas:z('
la velocidad de la jaula (separador)? suponer que no hay deslizamiento entre I 'l tt',
las bolas y los anillos. .Resp. 612 rpm ,i I J-

Fig.22-12



Capítulo

Lubricación y diseño de

LA LUBRICACION implica el empleo de un lubricante entre las superficies de roce de ciertos ele-

mentos de máquinas, con el fin de eliminar o reducir la superficie real de

contacto, lo cual conduce a un menor desgaste y a un coeficiente de rozamiento más bajo, Los lubri-
cantes más utilizados son los aceites y las grasas, aunque se puede utilizar cualquier sustancia que

tenga las propiedades de viscosidad requeridas. Generalmente el lubricante es líquido. Sin embargo,

se pueden utilizar algunos sólidos, tales como grafito, saponita y algunos otros sólidos grasientos no

abrasivos. Aun los gases, en determinadas circunstancias, resultarr buenos lubricantes.

coj inetes

LA VISCOSIDAD

ve bajo la acción de

una delgada película

es una propiedad muy importante de los lubricantes. El significado fundamen-
tal de la viscosidad se puede ilustrar considerando una placa plana que se mue-

una fuerza P, paralelamente a otra placa fija, estando las dos placas separadas por

de lubricante fluido de espesor h, como se muestra en la figura 23-1.

Fic.23-l

Las partículas de lubricante se adhieren füertemente a las dos placas. El movimiento está acom-

pañado de un deslizamiento lineal o esfuerzo de corte entre las partículas, a lo largo de todo el espesor

de la película.

Si A es el área de la placa que está en contacto con el fluido, el esfuerzo de corte unitario es

ss = P/A

Newton detérminó que Ia magnitud de este esfuerzo cortante varía directamente con la velocidad

de la placa móvil, V, e inversamente con el espesor de la película, h. Se supone que el fluido llena com-

pletamente el espacio comprendido entre las superficies de las dos placas, que la velocidad del fluido
que está en contacto con una placa es la misma de la placa y que cualquier flujo de fluido, perpendicu-

Iar a la velocidad de la placa, es despreciable.

P V P - OV
A*h A- "i

donde Z es una constante de proporcionalidad
fluido.

. P/A

v/h

que numéricamente se define como Ia viscosidad del

esfuerzo de corte
gradiente de velocidad

276
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Si la placa móvil tiene un área de un centímetro cuadrado y está separada de la placa fija por
una película de fluido de un centímetro de espesor y se necesita una fuerza de una dina para mantener
Ia placa móvil a una velocidad de un centímetro por segundo, el fluido tendrá una viscosidad absolu-
ta de un poise. Entonces 1 poise : 1 dina-seg/cm2. La viscosidad de la mayor parte de lubricantes
fluidos es menor de 1 poise, por lo cual es común, en la práctica, expresar la viscosidad absoluta en cen-
tipoises, es decir, en centésimas de poise.

Cuando se expresa la viscosidad absoluta en el sistema inglés, las unidades son lb-seg/pul2 y
la unidad de viscosidad es el reyn, que está representado por

s. (reyns) = 4u:ii'rrl'"..',

Otros dos medios para expresar la viscosidad, que se utilizan comúnmente en trabajos de lubri-
cación, son la viscosidad universal Saybolt y la viscosidad cinemática, definidas por las siguientes
ecuacrones

Z = (0,227- *l (centipoises)

viscosidad cinemática : -Z^ l""ntistokes)|"
donde : viscosidad absoluta, en centipoises

: viscosidad universal Saybolt, en segundos
: densidad del lubricante, en gramos por cmg

En cálculos de diseño, generalmente es satisfactorio un valor promedio p : 0,g, para aceites. pa-
ra obtener una máyor exactitud en el cálculo de p, a una temperatura cualquiera ú (Fahrenheit),
se emplea la siguiente fórmula, para aceites de petróleo:

P = Peoo - 0,000365(¿- 600)

La viscosidad de los aceites de cárter se expresa por medio del número de viscosidad SAE, rela-
cionado con la viscosidad universal Saybolt como se indica en la sieuiente tabla:

Z

T
p

Número de
viscosidad

SAE

Límites de viscosidad
Saybolt

a 130"F, seg

10 90-120

20 120-185

30 r85-255

40 255

Número.de
viscosidad

SAE

Límites de viscosidad
Saybolt

a 130"F, seg

40 80

50 80 - 105

60 105 -125

70 125-150

Cuando la placa fija es paralela a la placa móvil, co-
mo se muestra en la figura 23-I, la velocidad de las dife-
rentes láminas de fluido son proporcionales a sus distan-
cias a la placa fija y el ritea del triángulo de gradiente de
velocidad, OAB, es proporcional al volumen de fluido que
pasa por unidad de tiempo por una sección que tiene una
anchura unitaria. En este caso la placa móvil no soporta
carga vertical. Si Ia placa fija está inclinada, de modo
que el espesor de la película varía desde á, (donde entra
el aceite) hasta h, (donde sale el aceite), el gradiente de
velocidad no puede ser el mismo en ambas posiciones. La
curva de velocidad es cóncava a la entrada y convexa a la
salida, como se muestra en la figura 23-2. Las figuras así
formadas en la película convergente no son triangulares, Fle,.23-2
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pero sus áreas son iguales, si se supone que no hay escapes. La placa móvil soportará ahora una carga

W debida a las relaciones velocidad-presión, que produce una presión en la película de aceite que va

desde cero hasta un valor máximo y de aquí nuevamente hasta cero, como se muestra.

El uso de LOS COJINETES (el soporte de cargas sobre una película de lubricante) se basa en la teo-

ría de la película convergente. La figura 23-3 muestra la vista del extremo de un cojinete en las posi-

ciones de "reposo", "arranque" y "marcha". Obsérvese que en las posiciones de "reposo" y "arranque"
hay contacto entre el muñón (eje) y el cojinete (pieza exterior). Sin embargo, si se satisfacen las con-

Marcha

Fic. 23-3 Fie.23-4

diciones de lubricación perfecta o película gruesa (que se explicarán más tarde), el eje se separará del

cojinete por medio de una película de lubricante, como se indica en la posición de "marcha" y la car-

ga será soportada por la presión de la película. El término película delgada o lubricación imperfecta se

aplica a la situación en que el diseño del cojinete y la selección del lubricante no satisfacen todos los

requerimientos de la lubricación perfecta o película gruesa y el contacto entre el muñón y el cojinete

no se puede evitar por completo. Debido a las fugas de lubricante por los extremos del cojinete, hay

una distribución de presión en la dirección axial, como se muestra en Ia figura 23-4. La capacidad

de soportar carga de un cojinete con lubricación perfecta es una función de muchas variables, pero

esencialmente depende de la selección del lubricante adecuado para proporcionar la lubricación per-

fecta en las condiciones de funcionamiento especificadas y al mismo tiempo proporcionar el balance

térmico adecuado entre el calor generado dentro del cojinete y el calor disipado, con el fin de que el co-

jinete no sobrepase la temperatura de seguridad especificada, durante su funcionamiento.

EL CALOR GENERADO dentro de un cojinete, Hn, es una función del coeficiente de rozamiento /.

Hn
5 = fvry lb-p,/min

donde

El principal problema en este punto es determinar tan cerca como sea posible, el valor del coefi-

ciente de rozamiento. Es difícil obtener un valor preciso de f, ya que éste varía ampliamente con las

condiciones de funcionamiento. El estudio de este capítulo se limitará a los cojinetes completos (360").

Varios investigadores han demostrado (empleando el análisis dimensional) que el coeficiente de

rozamiento es una función de, por lo menos, tres parámetros adimensionales,

zN/p, D/C, Y L/D

HN:
T

D

P

W

D

C

L

calor generado, en lb-p,/min
coeficiente de rozamiento
diámetro del muñón, en pul

ff : velocidad del muñón, en rpm
W : cargaradial total sobre el cojinete, en lb

donde Z
N

: viscosidad absoluta del lubricante a su temperatura de funcionamiento, en centipoises

: velocidad del muñón, rpm; N' : velocidad del muñón, rps (para utilizarla más tarde)

: presión en el cojinete, basada en el área proyectada, W/LD psr

: carga radial sobre el cojinete, en lb
: diámetro del muñón, en pul
: huelgo diametral del muñón, en pul
: longitud del cojinete, en pul

ArranqueReposo
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La relación entre el coeficiente de rozamiento y el pa-
rámetro ZN/p, Ilamado módulo del cojinete, es de especial
interés. La curva de la figura 23-5 es característica, pero la
pendiente y Ia ordenada al origen de la porción recta de la
región de película gruesa depende de variables tales como
la razón de huelgo C/D v la razón L/D. Con datos expe-
rimentales obtenidos por McKee en cojinetes pequeños, se
estableció Ia siguiente ecuación aproximada del coeficiente
de rozamiento.

. 473 .zN. DI = 
1010( p)C* r

Esta eiuación, que es la de Ia porción recta de la región de
película gruesa, se puede emplear para calcular el coeficien-
te de rozamiento.

Datos experimentales indican que el valor de K se pue-
de tomar como 0,002 para relaciones L,/D comprendidas
entre 0,75 y 2,8. La figura 23-6 muestra (en general) cómo
varía K con la relación L/D. En Ia práctica, el valor prome-
dio de D1C es 1000 y el valor de L/D está limitado entre
1 y 2 cuando los requerimientos de espacio permiten utilizar
un cojinete largo. En la tabla que sigue se indican los valo-
res prácticos de funcionamiento de ZN/p que se han deter-
minado para cierto número de aplicaciones características.
Los valores de funcionamiento de ZN/p deben ser lo sut'i-
cientemente grandes para evitar que se entre en las regiones
de transición o de película delgada.

APLICACIONES PRACTICAS DE LOS COJINETES
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ZN
P

Fig. 23-5

\

0,5 1,0 1,5 2,0

L/D

Ftg.23-6

!

Equipo Cojinete Presión máx.
P

Lubricante

Z ZN/p

Motores de automó-
viles y de aviación

Principal
Muñón del cigüeñal
Botón de manivela

700- 1700

1 400-3400
2000-5000

n

B

8

15

10

Motores de

gas y acerte
Principal
Muñón del cigüeñal
Botón de manivela

500- 1 200
1 000- 1800
1 200- 2000

20

40

bD

20
10

Motores marinos Principal
Muñón del cigüeñal
Botón de manivela

500

600
I 500

30

40

50

20

_t c

Motores de vapor
estacionarios

Principal
Muñón del cigüeñal
Botón de manivela

200-400
600-1 500

1800

1 5-60
30-80
25-60

20

6

Bombas y
motores
reciprocantes

Principal
Muñón del cigüeñal
Botón de manivela

250
600

I 000

30

50

80

30

20

Turbinas de vapor Principal 100-300 2-t6 100

Motores y bombas
rotativos

Eje 100-200 25 200
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OTROS METODOS para determinar el coeficiente de rozamiento se basan en la ecuación de Petroff
y en la teoría hidrodinámica.

LA ECUACION DE PETROFF. desarrollada en 1883, da una expresión del coeficiente de roza-

miento, sobre la base que el muñón y el cojinete son concéntri-

cos (no hay carga radial) y las fugas son despreciables.

- n2 uN n ^ ,N-,4
| = r( p)á = 2n'( p,c

Como esta ecuación se dedujo para cojinetes no cargados, es sólo una aproximación a los cojine-

tes ligeramente cargados.

EL NUMERO DE SOMMERFELD, S, es otro parámetro adimensional utilizado ampliamente
en el análisis de la lubricación. Con base en la teoría hidro-

dinámica se puede demostrar que el número de Sommerfeld es fünción únicamente de la razón de

excentricidad (que se define más adelante). Entonces se puede hacer una gráfica del número de

Sommerfeld contra la cantidad f (D/C), que también es una función únicamente de la razón de ex-
centricidad, y se puede determinar el coeficiente de rozamiento. El número de Sommerfeld es

uN'D-'s = pftY
Un factor importante que no se tiene en cuenta

en Ia ecuación de Petroff es la excentricidad del co-

jinete cuando está sometido a carga, mientras que

en la gráfica del número de Sommerfeld cont¡a

t'@/C\, de acuerdo con la teoría hidrodinámica,
sí se toma en cuenta la excentricidad. Cuando el

muñón está sometido a carga, no es concéntrico con ;":::i,1
el cojinete, sino que se mueve aproximadamente a

lo largo de un arco semicircular de diámetro C,/2.

Esto conduce al establecimiento de un espesor mí-
nimo de película, áo, como se indica en la ligura
23-? (muy exageiado). La distancia entre el centro
del cojinete y el centro del eje se llama excentrici-
dad y se denota por la letra e. La tazón de esta ex-

centricidad al huelgo radial se llama razón de ex-
centricidad.

Razón de excentricidad e =
Fig.23-7

Debe observarse que tanto la ecuación de Petrofl corno la gráfica f(D/C) contta número de

Sommerfeld se basan en cojinetes ideales (sin pérdidas laterales). Algunos métodos de diseño han pro-

puesto el uso de correcciones por pérdidas laterales y por excentricidad en estas ecuaciones. En el pasa-

do, la mayor parte de estos métodos fueron muy inexactos y no del todo satisfactorios.

A. A. Raimondi y John Boyd de la Westinghouse Research Laboratories han preparado CURVAS

DE DISEÑO corregidas por el efecto de las pérdidas laterales (para diferentes razones L/D), en las cua-

les se hacen las gráficas de las variables de funcionamiento contra el número de Sommerfeld' (ASLE

Transactions, volumen 1, No. 1, abril de 1958). Sus últimas curvas fueron desarrolladas sobre una ba-

se completamente racional y los resultados se obtuvieron por medio de computadores. Estas curvas

remplazaron las curvas anteriormente publicadas por los mismos autores en 1951, las cuales no esta-

ban corregidas por el efecto de las pérdidas laterales. El empleo de las últimas curvas elimina com-

pletamente la necesidad de aplicar factores de corrección por pérdidas laterales y por tanto simplifica
grandemente Ia labor de calcular el rendimiento de los cojinetes. Con el fin de demostrar su uso, se ha

reproducido aproximadamente una parte de estas gráficas, escogidas arbitrariamente para un coji-

nete completo (360',) que tiene una razón L/D i$al a 1. Estas curvas se basan también en la posibi-

lidad que pueda ocurrir la rotura de la película. Para el estudio de cojinetes parciales y de diferentes

C

,p

7:t-

mínimo de pelicula
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razones L/D' el lector debe recurrir al artículo original, así como también para el diseño de un cojinete
de rendimiento óptimo. El artículo original también abarca el caso de cojinetes sumergidos que fun-
cionan bajo presión, donde la rotura de la película probablemente no ocurre.

EL COEFICIENTE

contra el número de

DE RozAMIENTo se puede determinar en la figura 2B-8, donde se mues-
tra gráficamente el coeficiente de rozamiento, f (D/C),

Sommerfeld.

d 200

q

É80
t60

4o

H.m

o8

N.

I

2

oo
0 0,0r 0.02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,20 0,40 0,60 0,80 r,0 2,0 1,0 6 0 8,0 l0

Número de sommerfetd, s = U!tZf (adimensional)PC
Fig.2&8

EL ESPESOR MINIMO DE PELICULA se puede determinar en la figura 2B-9, donde se mues-
tra gráficamente el espesor mínimo de película, 2ho/C,

contra el número de Sommerfeld.

o

..- o'8

N

- 0,4

o o'3

- 0.1
¡r

A^

a

Con base en los datos obtenidos por Raimondi y Boyd. con L/D : l
(Presión ambiente donde está el coiinete : 0)

0 0,01 0,02 0,04 0,060,08 0,r0 0,20 0,40 0,600,801,0 2,0 4,0 6.0 8,010

Número de Sommerfetd, S = +-(9)' (adimensional)PC
Fts.23-9

Con baseen losdatos obtenidospor RaimondiyBoyd, coa L/D : I
(Presión ambiente donde está el coiinete : 0)
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El espesor mínimo de película permisible depende principalmente del tamaño y del acabado su-

perficial del cojinete; mientras más áspera sea la superficie, más gruesa deberá ser Ia película. Para co-

jinetes ordinarios revestidos de babbitt, el espesor de la película no debe ser menor de 0,00075 pul. En

maquinaria de alta potencia, el espesor mínimo de película puede limitarse entre 0,001 pul y 0,005 pul.
Una regla usual es limitar el espesor mínimo de película a 0,00025D.

EL FLUJO DE ACEITE (Q puls ,/seg) que pasa por el cojinete debido a la acción de bombeo del

e¡e se puede determinar en la figura 23-10, donde se muestra gráfíca-

mente el tluio aQ/DCN'L contra el número de Sommerfeld.

Con base en los datos obtenidos por Raimondi y Boyd, con L,/D: 1

(Presión ambiente dondeestáel coj¡nete : 0)

o
o 5.0

40

l{ol>sl () 3.0

^

1,0

5 u'o

o
o

E 0,6

u,¡
v)t 

^.
'- 0,4
q

5 "'"
F
o o'2

Ncüo

10

0 0,01 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,20 0,40 0,60 0,80 l'0 2,0 4'0 6'0 8,0 10

"N' ,n,2
Número de Sommerfeld, S = +\? (adimensional)

PL

LAS PERDIDAS LATERALES

camente la razón Q5/Q contra el
be suministrar a un cojinete que
debidas a las fugas.

Flg. 23-10

(Q, pul",/seg) que tienen lugar en los extremos del cojinete, se

puéde.t determinar en Ia figura 23-11, donde se muestra gráfi'
número de Sommerfeld. Qs es Ia cantidad de lubricante que se de-

funciona bajo la presión atmosférica, para compensar las pérdidas

Con base en ios datos obtenidos por Raimondi y Boyd', con L,/D : 1

0,01 0,02 0,04 0,06 0,08 0,10 0,2C1 0,40 0,6010,80 1,0 2,0 4'0 6,0 8,0 10

ttN ,f\'2
Número de sommerfeld, S = t; \;) (adimensional)

(Presión ambiente donde estáel cojinete: 0)

Flg. 23-11
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LA ELEVACION DE TEMPERATURA del lubricante, a medida que éste pasa por el cojine-
te, se puede determinar en la figura 23-11, donde se

muestra gráficamente la elevación de temperatura, IycAT/p, contra el número de Sommerfeld. Se su-
pone que todo el calor que se genera por rozamiento se utiiiza para elevar la temperatura del lubrican-
te, a medida que éste fluye a través del cojinete.

"I : equivalente mecánico del calor : 933G lb-pul/Btu

7 : peso por unidad de volumen del lubricante, en lb7$ul3 (0,04 para el aceite)

c : calor específico del lubricante, en Btu/lb-"F (0,4 para el aceite)

AI : elevación de temperatura del lubricante, a medida que pasa por el coji+ete, en 'F. Se
puede considerar que la elevación de temperatura tiene lugar entre el borde de entrada y
el borde de salida de la cuña

Con base en los datos obtenidos por Raimondi y Brryd, con L/D : 7

(P¡esión ambientedondeestáel coiinete : 0)

r000

800

600

a

F.. ,<l
-. lo-
a\l
-l

Cd

|r

¡r

E

100

80

60

40

20

200

100

80

60

40

20

l0

I
6

I
l0

0,0r 0,02 0,04 0,06 0,080,10 0,20 0,40 0,60 0,80 1,0 2,o

Número de Sommerfeld. S = tl t\f (adimensional)
PC

4.0 6.0 8.0

Fie.23-12

En la siguiente tabla se hace una comparación de los datos obtenidos por Raimondi y Boyd con los
datos obtenidos por McKee y con la ecuació,n de Petroff, cuando se hace la gráfica de f (D/C) con-
tra el número de Sommerfeld para un cojinete completo que tiene una razón L/D ig:ual a L

,
I
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f (D/C) para un cojinete completo con L,/D : 1

Número de
Sommerfeld

S

Datos obtenidos por
Raimondi y Boyd
para presión amb : 0

Ecuación de
Petroff

Ecuación de McKee, suponiendo
D/C:1000yusando

f = o,ooz * #t#r tto*,10'"' ¡

0,01

0,02

0,04

0,06

0,08

0,10

0,20

0,40

0,60

0,80

1,00

2,00

4,00

6 ,00

B,00

10,00

0,8

1,I

1,6

2,1
qA

.)a

4,6

8,4

12,0

16,0

20,0

40, 0

80,0

120,0

160 ,0

200 0

0,197

0 ,395

0,789

1 ,17

1,5B

1 ,97

3,95

7 ,89

11,7

15,8

19 ,?

39 ,5

78,9

117 ,0

158 ,0

19?,0

2,196

2,39

2,79

3,12

3,51

3,96

5,92

9,84

13,8

t7 ,7

21,6

41,2

80,0

119,0

159 ,0

198 ,0

Obsérvese que los valores de f(D/C) están en perfecto acuerdo para cojinetes ligeramente car-
gados, es decir, para números de Sommerfeld altos.

EL CALOR DISIPADO (Ha) por un cojinete completo (360") puede calcularse por medio de la si-
guiente ecuación, basada en el trabajo de Lasche:

H, -- (LT !33)2 úD) rb-p/m¡n 
'

donde AT : Qa-Tl¡ : dife.J.rcia entrelu t"-p".utura de la superficie del cojinete, Ts, y la
temperatura del aire circundante, Q , en "F

1( : 31 para un cojinete de construcción pesada que esté bien ventilado

K : 55 para un cojinete de construcción media o liviana, en aire quieto

L : longitud del muñón, en pul

D : diámetro del muñón, en pul

La relación de la temperatura de funcionamiento del aceite, Tg , la temperatura del aire, d , v
la temperatura del cojinete, Tp , puede aproximarse por

LT = Qn-Tt) = iLo-TA)

En Ia figura 23-13 se muestran las gráficas de las viscosidades absolutas promedios de aceites de
números SAE característicos contra la temperatura.
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Números SAE de aceites característicos
Viscosidades absolutas medias contra temperatura

SAE -70

60

50

40

30

20

l0
r20 140 160

Temperatura, "F

Fic.23-13

220

PROBLEMAS RESUELTOS

l. Un cojinete completo de 3 pul de longitud y 3 pul de diámetro soporta una carga de 2700 lb sobre
un muñón que gira a 1800 rpm. Suponiendo que el aceite tiene una viscosidad de 10 centipoises,
a la temperatura de operación, y la razón D/C es 1000, determinar el coeficiente de rozamiento
utilizando, (o) la ecuación de McKee, (ó) la curva de Raimondi y Boyd de la figura 23-8. (No-
ta: L/D : l.)
Solución:
(o) Utilizando la ecuación de McKee.

1000
800
600
500
400

300

200

o
3 roo
Q80
E60g50
\¡ 40

6i

;30
a

.:20E18
'ó ls

€12
10

80

\\

\\

.-\ -\= .Y

-
\

\

\

f = 0,002+#4t#r| = 0,002-ffi(*#t)rtooor = 0,00484
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(b) Para utilizar la curva de Raimondi y Boyd de la figura 23-8, primero se calcula el núme¡o de Sornmer-

#',h' = 0.145

donde ¿ = 10 -'t 1800 = 30ro". u o = ! - 2?00 = 300os', 6.exf¡éreyns,.iY= 60 =30rps, t o=# =ffi=300psr.
De la figura 23-8, S: 0,145 da [(D/C): 3,7; entonces /(1000) : 3,7 o /: 0,0037.

Con referencia al problema 1, determinar la cantidad de calor generado, utilizando el coeficiente
de rozamiento que se calculó por medio de la ecuación de McKee.

Solución:
Hs = lw ry = (0,00484)tzzool an$@ = 18.500 lb-plmin

En los problemas 1 y 2 determinar la temperatura superficial probable del cojinete, utilizando la
ecuación de Lasche y suponiendo que todo el calor generado se disipa en aire quieto a J0'F.
Solución:

Haciendo el calor disipado H¿ igoal al calor generado lig, tenemos

,, (Ll ' ""'2 ¡An ' ^^'2
Hd = +LD = H^ (3)(3) = 18.500, Ar = eoson

E

Entonces TU = LT + Tn = 305 + ?0 = 3?5oF (demasiado alto).

Un cojinete de 3 pul de longitud soporta una carga de 1645 lb sobre un muñón de 2 pul de diá-
metro que gira a 750rpm. El huelgo diametral es 0,00273 pul. ¿Cuál deberá ser Ia viscosidad del
aceite, en centipoises, si la temperatura de la superficie del cojinete está Iimitada hasta 170"F
cuando funciona en aire ouieto a 70'F?

Solución:

Utilizar las ecuaciones de McKee y Lasche y suponer que el calor generado es igual al calor disipado.

f = 0,002+ry^é!¡él = 0,002 +47L(7-5oz\r 2 t = 0,002+0.0000eb2J -,"-- 
,Oro. p ,.C, 

1010. 2?4 ,.0,00279,

Hg= flry = (0,002*0,0000e52)1ro+slAffQ = 12e0+6r.32

u _ (Ar+33)2rn _ (t7o-?o+33)2,'d. *E-LD (3)(2) = 1930 lb-Pzmin

Entonces, suponiendo eue Ht=11¿, tenemos (1290 + 61,32): 1930 o sea que Z: LO,45 centipoises.

Un cojinete de 6 pul de diámetro y 9 pul de longitud, soporta una carga de 200 lb a 1200 rpm. Si
el huelgo radial es 0,003 pul y el cojinete consume 2 HP (66.000 lb-p/min) en rozamiento, ¿cuál
es la viscosidad del aceite a Ia temperatura de operación?

Solución:

Basada en la ecuación de McKee.

nDN f 473 12002 6 -'l 7¡(6)(1200) o Z : 10.1 centipoises66.000: fWE = 
10.002 

+ 1010(-)( o.o* U (2000) 

-rz
Un cojinete de 4 pul de diámetro y 6 pul de longitud soporta una carga radial de 1200 Ib. La velo-
cidad del eje es 500 rpm. La temperatura del cuarto es 90"F y la temperatura superficial del co-
jinete está limitada a 145"F. Seleccionar el aceite adecuado para satisfacer los anteriores requeri-
mientos, si el cojinete está bien ventilado y no se utiliza enfriamiento artificial. Suponer que
D/C : 1000.

Solución:

Se iguala el calor generado al calor disipado, utilizando las ecuaciones de McKee y Lasche.

4.

o.

6.



LUBRICACION Y DISEÑO DE COJINETES

Cantidad de enfriamiento artificial necesaria : 12.550 - 2890 : 9660 lb-p,/min.

8. Un eje que gira a 900 rpm está soportado por cojinetes de 2 pul de diámetro y 3 pul de longitud.
La temperatura superficial del cojinete es 180"F y la temperatura del cuarto, 90"F. El aceite utili-
zado tiene una viscosidad de 12,8 centipoises a la temperatura de operación (270'F), el huelgo dia-
metral es 0,002 pul y los cojinetes deben funcionar en aire quieto, sin enfriamiento artificial. De-

terminar Ia carga permisible, W y la pérdida de potencia por cada cojinete.

Solución:

To-Tt = !gs-\), r3-eoo = á(zzo-so), & = taooF
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= fvlrTDN ='t2 [0,*, * #,#¡)(loooü lrzoor affP
H¿ = (Lr i-st)2 ,, = ,AaJ,ttr',rn,"0. 31 31

Lr=Ta-q =145-90=55. Así mismo, Lr=tito-r;¡ o bb= igo-oo¡, y T0=200

Ahora hacemos Hn= H¿ y obtenemos Z : 1,6 centipoises a 200'F, que corresponde a un aceite que tie-
ne un número SAE corñprendido entre 50 y 60, según la figura 23-13.

7. Un diseño tentativo de un cojinete exige un diámetro de 3 pul y una longitud de 5 pul para sopor-

tar una carga de 4500 lb. EI eje debe funcionar a una velocidad de 1000 rpm. La temperatura del

cuarto es 100"F y se desea que durante el funcionamiento del cojinete la temperatura no sobrepase
170"F. El aceite utilizado tiene una viscosidad de 9,8 centipoises a24O'F. Determinar la cantidad
de enfriamiento artificial que se necesita aplicar por medio de un enlriador de aceite ex-terno, si

se supone que el cojinete disipa calor de acuerdo con la siguiente fórmula: Hd= (LT + 33)2(15/55)'

Solución:

0,002 + #,?r,2, = 0,002 -#,t-iñ#P)(1000) = 0,00s5b

= ryry = (0,00s5b) lasool aQ12gP = l2.bb0 lb-plmin

(1?0-100 + 33)2(15/55) = 2890 lb-p,zmin

HN

Hn

Hd

Hn=
5

Hacer Hp = H¿ pata obtener W : ll7 lb. Remplazando W por 117 en Ia ecuación de Hp, obtenemos
Hg : 1650 l5-p,/min. En consecuencia, la pérdida de potencia es 1650,/33.000 : 0,05 HP.

9. Un engranaje está montado sobre un eje de forma tal que la carga total radial sobre un cojinete
es 3000 lb y la carga total radial sobre el otro cojinete es 4000 lb. Ambos cojinetes tienen 6 pul de

longitud. Los cojinetes están ajustados a 3,502/3,500 y los muñones a 3,497/3,495. En Ia tabla
siguiente se da la viscosidad del aceite a diferentes temperaturas.

Temperatura, 'F 200 220 240 260 280

VUS. seg 300 1?5 105 76 60

Viscosidad cinemática, centistokes 65 38 22 L4 10

Hd

ruff = 
[o,ooz 

.#,r,frñ*,,#ü'osfq
gi#. = e!#!r'(3)(2)

¿ Cuál
ñones

cojinete funcionará
producirá la más

más caliente? ¿Qué
alta temperatura de

combinación de los diámetros de cojinetes y mu-
operación? Determinar también la temperatura
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superficial del cojinete más caliente, empleando la ecuación de McKee para calcular el coeficiente
de rozamiento. Suponer que la gravedad específica del aceite a la temperatura de funcionamiento
es 0,9. El eje gira a 500 rpm.

Solución:

El cojinete más cargado con huelgo mínimo funcionará a la máxima temperatura.

Huelgo mínimo : 3,500 - 3,497 : 0,003". p -- 4000/(6 x 3,5) : 190 psi.

I = 0,002 + ga^<4t<2> = 0.002 + 4a-(5:0:l)(--!-L) = 0,002 +1452' 
1010' P "c' 1010' 190 "0,003' 

106

Suponiendo que todo el calor generado sale del cojinete por medio de trasferencia de calor y el cojinete
está en aire quieto,

fW 
TTDN

't2
_ <Lr !-sB)2 DL

r45z 7r(3,5)(500)
(0,002 + 

106 
)(4000) _

(TP -?0+33)2
55 (6) (3,s)

3660 + 2652 = (Ta -37)2QL/55)

La últirna ecuación se puede balancear por el método de ensayo y error-

Ensayemos: Temperatura del aceite, ?¡ : 270'F. Ahora, viscosidad cinem¿it,ica : 12 centistokes,
Z : 12(0,5): 10,8 centipoises y la ternperatrira superficial del cojinete, TR : tQ10'- 70) + ?0 : 170"F.
Entonces

3660+265(10,8) = 6520 y (1?o -37)2Qr/55) = 6?50

que es un balance suficientemente aproximado. Esto indica que la temperatura superficial del cojinete será

aproximadamente I70"F.

1O. Un cojinete de 3 pul de diámetro soporta una carga radial de 800 lb. El cojinete tiene una longi-
tud de 3 pul y el eje funciona a 400 rpm. Suponer un espesor mínimo de película de 0,00075 pul
y un ajuste de tercera clase para el agujero del cojinete. Utilizando las curvas de Raimondi y Boyd
determinar, (o) Ia viscosidad del aceite adecuado, ¡tt, (ó) el coeficiente de rozamiento, I (c) el
calor generado, Hp, (d) la cantidad de aceite bombeado a través del cojinete, Q, (e) las pérdidas
Iaterales (la cantiáad de aceite que se debe suministrar al cojinete), (/) la elevación de tempera-
tura del aceite que fluye a través del cojinete.

Solución:
(o) Para un ajuste de tercera clase, el máximo huelgo es 0,004 pul.

El valor del número de Sornmerfeld, S, se puede determinar en la figura 23-9, utilizando el valo¡
2ho/C : 2(0,00075)/0,004: 0,375, que corresponde a un S: 0,105.

Entonces S = 0.105 = ltN' ,Dr' - l'¿(400/60) ¡3'ooo 12p ,c, 800/(3xs)\o,oo+, 
de donde lr = 2'49 x10-6 revns'

(b) En Ia figura 23-8, S : 0,105 da f (D/C): 3,0. Entonces /(3,20,004) : 3,0 y /: 0,004.

(c) Hp = fWTrAl/12 = (0,004) (800)(n)(3)(400)/L2 = 1005 lb-p,/min

(d) En la figura 23-10, S: 0,105 ¿u -9- = a,a
DCN'L

4Q

( 3) (0,004) (400/60) (3)

En la figura 23-11, S: 0,105 da Qr/Q: 0,7. Entonces Q" : (0,?)(0,264) : 0,185 puls/seg.

En la figura 23-12, S: 0,105 corresponde u Iy"^LT : 13,5, donde J: 9336 lb-pul/Btu, y: 0,03r
Ib,zpul3, c : 0,4 Btu,zlb-"F (supuesto) y p : 800/9 psi. Entonces AT: 10,7"F es Ia elevación de tem-
peratura en la película de aceite situáda entre el borde de ent¡ada y el borde de salida de la cuña.

Entonces

= 4,4 y Q: 0,264pú3/seg.

\el

(f\
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PROBLEMAS PROPUESTOS
ll. Un eje de 4 pul de diámetro que funciona a 2000 rpm está soportado por un cojinete completo de 6 pul de

longitud que está sometido a una carga radial de 9600 lb. La temperatura de operación del aceite está limita-
da a 175"F y la temperatura del aire circundante es 100"F. Suponer q:ue ZN/p: 200 y utilizar las ecua-
ciones de McKee y Lasche. Determinar el coeficiente de rozamiento, la presión en el cojinete, el calor generado,
el calor disipado y el aceite que se debe emplear. ¿Se necesita utilizar enfriamiento artificial?
rResp. 0,01146, 400 psi, 231.000 lb-plmin, 1725 lb-p/min, SAE 70. Sí

12. Un cojinete completo de peso mediano de 2 pul de diámetro y 4 pul de longitud, soporta una carga de 600 lb
cuando el eje gira a 800 rpm. Suponiendo que la diferencia entre la temperatura de funcionamiento de la su-
perficie del cojinete y la temperatura del aire circundante quieto es 70'F, escoger entre los siguientes valores
el coeficiente de rozamiento necesario para eliminar la necesidad de enfriamiento artificial: 0,00432, 0,00615,
0,00715, 0,00816 y 0,00256. Utilizar las ecuaciones de McKee y Lasche. Resp. f: 0,00615

13. Un cojinete de 2f nul de diámet¡o y 4 pul de longitud soporta una carga de 500 lb a 600 rpm. Si la tempera-
tura del cuarto es 75'F, ¿qué viscosidad debe tener el aceite utilizado, para limitar la temperatura superficial
del cojinete a 140"F? Utilizar las ecuaciones de McKee y Lasche. Resp. Z: 12,45 centipoises

14. Un rotor que pesa 1200 lb está montado en el punto medio de un eje de 2 pul de diámetro, que gira a 800 rpm,
entre dos cojinetes. El aceite escogido tiene una viscosidad de 7,2 centipoises a la temperatura de operación de
230"F. ¿Cuál debe ser la longitud de los cojinetes, si deben funcionar en una atmósfera a 90"F, sin enfriamien-
to artificial? Utilizar las ecuaciones de McKee y Lasche. Resp. L : 3,2 pul

15. Una carga de 600 lb está soportada por un cojinete de 3 pul de longitud, sobre un eje de 2,5 pul de diámetro.
El cojinete tiene un huelgo de 0,002 pul y está lubricado con un aceite cuya viscosidad a la temperatura de
operación es 20,7 pul. Determinar la velocidad máxima de rotación si el cojinete puede disipar, por trasferen-
cia de calor,3500 lb-p/min. Utilizar la ecuación de McKee. fiesp. 700 rpm.

16. Un cojinete de 6 pul de diámetro y 9 pul de longitud soporta una carga radial de 2000 lb a 1200 rpm. El
huelgo diametral es 0,003 pul. Si se consumen 2 HP por rozamiento, ¿cuál es la viscosidad, en centipoises,
del aceite empleado, a la temperatura de operación? Utilizar la ecuación de McKee.
Ilesp Z - l0.lcentipoises

17. Un cojinete de 3,5 pul de diámetro y 6 pul de longitud tiene una carga radial de 300 psi sobre el área proyecta-
da. La velocidad del eje es 500 rpm y se utiliza un ajuste de segrnda clase. La temperatura del aire circundante
es 70"F y el aceite empleado tiene una viscosidad de 9,9 centipoises, a la temperatura de operación. Determinar
la temperatura probable de la superficie del cojinete, suponiendo que todo el calor generado se disipa por tras-

ferencia de calor, de acuerdo con H¡ = 
(TB -TA +3?)2 xlD. Utilizar las ecuaciones de McKee y Lasche.

Resn. 7'U : 180'F Dl)

18. Un cojinete de 3 pul de diámetro y 5 pul de longitud tiene un huelgo diametral mínimo de 0,003 pul y sopor-
ta una carga de 400 lb. El muñón gira a 500 rpm. El aceite utilizado tiene las siguientes características visco-
s idad-temperatura:

Temperatura, n F 240 260 2U

Viscosidad, centipoises 19,8 13,0 9,0

Utilizando la ecuación de McKee, determinar la temperatura aproximada del aceite, suponiendo que la tem-
peratura del cuarto es 80'F y que todo el calor generado se disipa por trasferencia de calor, de acuerdo con Hd:
(A? a 33)2(15/55). Resp. To : 2?0"F

19. Un cojinete completo de 4 pul de diámetro y 4 pul de longitud está lubricado con agua y soporta una carga
de 300 Ib. El eje gira a 1000 rpm, el huelgo diametral es 0,004 pul y el agua tiene una viscosidad de 4,35 X 10-8
reyns. Suponer c : 1,0 Btu/lb-"F y 7: 0,035 lb/pul3. Utilizando las cu¡vas de Raimondi y Boyd deter-
minar el coeficiente de rozamiento, el espesor mínimo de película, el flujo de lubricante dentro del cojinete,
las pérdidas laterales de lubricante, la elevación de temperatura del agua y la pérdida de potencia debida al
rozamiento.
Resp. f : 0,0016; ho - 0,00034pul; Q : 4,4puls,/seg; Qs : 3,83pu13/seg; A? : 1,38'F, 0,015 HP

2O. Un cojinete completo de 8 pul de diámet¡o y 8 pul de longitud soporta una carga radial de f0.000 lb. El mu-
ñón gira a 1200 rpm y la razón D/C es 1000. La viscosidad del aceite, a la temperatura de operación (180'F),
es 2,5 X 10-a reyns. Utilizando las curvas de Raimondi y Boyd determinar el espesor mínimo de película, el

calor generado en el cojinete, la pérdida natural de calor del cojinete, suponiendo gueH¿ = %Fq'X (¡á¡ea

proyectada), la cantidad de aceite perdido por los extremos y el calor que sale del cojinete, debido a las pérdidas
laterales.
Resp. h6 : 0,0026pu1; Hg : 1,76 X 106 lb-p,/min, H¿ : 16.000 Ib p,/min, Q" : 4,38pu13,/seg.

1.025 Btu./min



Capítulo 24

Trasm isión por correas

LAS CORREAS PLANAS Y LAS CORREAS EN V se pueden emplear para trasmitir potencia
de un eje a otro, cuando no se necesita man-

tener una razón de velocidades exacta entre los dos ejes. En la mayor parte de las trasmisiones por
correa, las pérdidas de potencia debidas al deslizamiento y al arrastre son de 3 a 5 por ciento. En el
presente estudio se supone que los ejes son paralelos. Sin embargo, tanto las correas planas como las
correas en V se pueden utilizar para trasmitir potencia entre ejes no paralelos, si se satisfacen reque-
rimientos especiales. En este caso, para que la correa se apoye correctamente sobre las poleas, se debe
aproximar cada polea a un plano central perpendicular al eje de rotación de la polea.

EL DISEÑO DE UNA CORREA implica la selección de la correa adecuada para trasmitir una
determinada potencia o bien, la determinación de la potencia

que se puede trasmitir con una correa plana o con una correa en V dada. En el primer caso, la anchura
de la correa es desconocida, mientras que en el segundo caso es conocida. En ambos casos se supone el
espesor de la correa.

La potencia trasmitida por una trasmisión por correa es una función de las tensiones y de la velo-
cidad de la correa.

potencia - 
(Tt:L)u 

caballos de fuerza
uou

donde ?r : tensión en el ramal tirante de la correa, en lb
4 : tensión en el ramal flojo de la correa, en lb
u : velocidad de la correa, en p/seg

Cuando el espesor de una correa plana es dado, pero se desconoce su anchura, se emplea la siguiente
fórmula lara determinar el esfuerzo s2 (psi).

fa

donde sr: €sfuerzo máximo permisible, en psi
sz: esfuerzo en el ramal flojo de la correa, en psr

¿¿'- peso de 1 pie de una correa que tiene una sección trasversal de 1 pul2
u : velocidad de la correa, en p,/seg

g: aceleración de Ia gravedad, 32,2 p/seg2

/ = coeficiente de rozamiento entre la correa y la polea

c : ángulo de abrazamiento de la correa sóbre la polea, en rad

En caso que se desconozca la anchura, el área de la sección trasversal requerida puede determi-
narse por

Tt' - T, : área de la sección trasversal requeridast-sz

Por consiguiente, Ia anchura que debe tener la correa es b : á¡ea/espesor. El valor de (Tr- Tr¡ se
puede determinar con base en los caballos de fuerza estipulados: HP : (?1 - T2)u/850.

290
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La máxima tensión en el ramal tirante de la correa depende del esfuerzo permisible del material

de la correa. Generalmente se utilizan cuero y tejido de algodón impregnados en caucho y superpuestos

en capas. El esfuerzo de tensión permisible para correas de cuero está generalmente entre 300 y 500

psi y el esfuerzo permisible para correas de caucho estará entre 150 y 250 psi, según la calidad del ma-

terial. Las correas de cuero se pueden obtener de una sola capa de l/8 pul, 5/32 pul o 3,/16 pul de

espesor. También se puede disponer de correas de dos y tres capas, cada una de las cuales puede tener

utto de los espesores dados anteriormente. El peso específico del cuero es aproximadamente 0,035 lb,zpul3

Las correas de caucho se pueden obtener en capas d,e 3/64 pul a 5/64 pul de espesor y tienen un peso

específico de 0,045 lb,zpul3, aproximadamente.

Para determinar el valor de 72, tanto para correas planas como para correas en V, c'uando la

anchura y el espesor de la correa son conocidos, se emplea la fórmula

T, - uu"/g ^fa/""n Lo

T-;4 = e-

donderu:pesode1piedecorrea;u:velocidaddelacorrea,p/seg;B:aceleracióndeIagravedad,
32,2 p/seg2; / : coeficiente de rozamiento entre la correa y la polea; ¿ : ángulo de abrazamiento,

radianes; 0 : ángulo de la garganta, para correas en V (para una correa plana d es 180").

La cantidad u,uz/g es debida a la fuerza centrífuga que tiende a separar la correa de Ia polea

y reduce la potencia que se puede trasmitir.

LA CAPACIDAD DE CONDUCIR CARGA de un par de poleas está determinada por Ia que

tenga el menor valor de ¿ fa/"u"d . Es por esta razón

que una correa en V se puede utilizar con una polea acanalada y una polea plana, con lo cual se eco-

nomizan gastos innecesarios.

La excesiva flexión de una correa hace que su vida se disminuya. Para obtener una vida razo-

nable de Ia correa, la relación mínima del diámetro de una polea al espesor de Ia correa debe ser

aproximadamente 30.

LA SELECCION DE CORREAS se puede hacer con base en la aplicación de las ecuaciones apro-
piadas o utilizando las tablas suministradas por Ia American

Leather Belting Association para correas planas y los catálogos suministrados por los diferentes fabri-
cantes de correas en V. En este libro se empleará la aplicación de las ecuaciones, aunque las recomen-

daciones de la A.L.B.A. y de los fabricantes de correas en V generalmente darán diseños más seguros,

utilizando factores apropiados de aplicación.

ANGULOS DE ABRAZAMIENTO. Los ángulos de abrazamiento de una correa abierta se

pueden determinar por \

sen B
R-r

d! = 1800- 2F = 1800- 2sen-1

C

d.2 : 180"+ 2p = 1800 * 2 sen-1R-r
C

R-r
C

Fig. z+-t
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Los ángulos de abrazamiento de una tras-
misión por correa cruzada se pueden deter-
minar por

senP =
R+r

C

d,1 = d," = 1B0o + 2B

18oo + 2.e.,-1 4I

l.
T .r,ú/s faDemostrar que }I_'.1; = ei* para una

-^__^_ _r-_ - t2 _ wv-/t
correa plana. -

Solución:

(o) Considerar un elemento diferencial de cor¡ea.
Las fuerzas que actúan en el elemento dife-
rencial son: (l) Las tensiones Ty (T -l d7:),
(21 la fuerza centrífuga 1wv2/g)d$, (S) la
fuerza normal dN, y (4) la fuerza de roza-
miento /dN.

Obsérvese que no hay momento de fle-
xión y que sobre la correa no actúa ninguna
fuerza de corte. La correa es un elemento
flexible que no puede sufrir co¡te ni flexión
de magnitudes apreciables comparadas con
las otras fuerzas.

(b) Estableciendo arbitrariamente las direccio-
nes r y y en el elemento de correa y conside-
rando el elemento en equilibrio, puesto que
se incluye la fuerza de inercia,

2Fr=s
r&=o

PROBLEMAS RESUELTOS

Fie.24-2

Fie' z+-3

ldN-Tcos)a$=o
r sén Idó - @to2/s)dg - dN = 0

o (T+dT¡ cosidó
o 1T + dT¡ 

""n Ldó +

(c) Como 
"o" !a6 = I y sen traó=i¿A en el límire

l) (T+dT)(r)-ldN-T = 0 o dN=dT/f
2) (T+dT)éd6) + rédó) - dN - (wu2/s)d,$ = 0

Haciendo dN : dT/f en (2) y despreciando las diferenciales de segundo orden,

f dó - dT/f - (wo2/s)dg = 0

dTfT,(df lrntonces 

- 

= f d6, I 
-' o' 

.T-uuz/g uf" T-uto2/g

(Véase en la prígina 291 las unidades adecuadas.)

tr¿ó

x

Fuerza centífuga : (masa)(aceleración)

¡rt Tr-uu2/g -fala@, y finalmente :- ó; = e'
12 _ uú- lg
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2. Modificar la ecuación del problema 1 para el caso de una
correa en V.

Solución:
(o) Comparando la figura 24-4 con la 24-3, las fuerzas análogas

a las que actúan sobre Ia correa plana son: T, T + dT,

@ú7g)d$. La diferencia tiene lugar en la fuerza normal y
en la fuerza de rozamiento. Se supone que las fuerzas nor-
males que actúan sobre las dos caras de la correa en V, son
iguales (rdN). La fuerza normal resultante en el plano r-y
es dN sen i6, donde B es el ángulo de la correa. Obsérvese
que la suma de las fuerzas de ¡ozamiento no depende del
valo¡ del ángulo B, sino que es 2lf(i dN)l : /dN.

293

(b) >&

Sn

=0 o

(T +dT) cos zdd -
=0 o

(T + dT) ,"n !d6 +

ldN-Tcosla6=s

7 sen )d$ - dN seni)

Laó = L¿ó en el límite,

(T+dT) - fdN - T

(T +dT)(idó) + T(zdó)

Fls' 24-4

1wu2/g¡d$ = 0

0 o dN -- dT/f

- dNsen L0 - 1*r'/g¡a6 = o

las diferenciales de segundo orden,

- 1wu2/g1d$ = 0

(c) Como "o" !a6 =1 y sen

r)

2)

Entonces

Haciendo dN : dT/f en (2) y despreciando

rd6 - @T/f)senL0

T - wu2/g

_ __f . ¿6,
sen i0

dT
f,.",
: 180"

dT f" f ,, Tr-*r2/s fa/senlo
. wD'/g Jo 

"en 
L0 T, - u.tu'/g

Obsérvese que si se toma
en el problema 1.

i3. Un eje trasmite una potencia máxima de una polea a

un acoplamiento flexible. El eje gira a 900 rpm, la po-

lea tiene 16 pul de diámetro, Ios ramales de la correa
son horizontales, la correa es de cuero y tiene 2 pul de

ancho y I pul de espesor. El máximo esfuerzo en la
correa es 300 psi y el coeficiente de rozamiento es 0,3. Si
el eje se debe probar, con baSe en la resistencia, en la sec-

ción A-A, iqué momento de flexión y qué momento de

torsión se deben utilizar? El cuero pesa 0,035 lbrzpul3.

Solución:

- *r2/g Jo 
""n 

L0 T, - ttu2/g

(para una correa plana) esta ecuación se reduce a la que se dedujo

tot
150 - 25.? ^ai= e',"
T2 - 25,7 _

Fie.24-5

Tz = 74,3lb

g : 32,2p/seg2 , g, = z7 radianes

T1: (3oo lb/pú12)(2 x fnul2) : 150 lb
donde w : (r2)(2)(il (0,035) :0,210 lb/p

u : nDN : 1r(16/12 pies)(900,/60 rps) : 62,8 p,/seg

El momento de flexión en la sección A-A es

(Tr+T)Go) = (150+?4,3)(10) = 2243 lb-pul

El momento de torsión en la sección A-A es

Diámetro de la

Acoplaririento fl exible

(11-12)(R) = (150-?4,3)(8) = 606 lb-pul
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4. Un ventilador es conducido por un motor que gira a
una velocidad de 880 rpm, por medio de una correa
de cuero de doble capa que tiene 5/IG pul de grueso
y 10 pul de ancho. Los diámetros de Ia polea motriz
y la polea conducida son 14 pul y 54 pul, respectiva-
mente. La distancia entre centros es 54 pul y ambas
poleas están hechas de hierro fundido. El coeficiente
de rozamiento del cuero contra el hierro fundido es
0,35. El esfuerzo permisible para Ia correa es 850 psi,
que ya tiene en cuenta el factor de seguridad y el
hecho que una correa de doble capa no tiene el doble
de capacidad que una correa de una sola capa. (Una
correa de doble capa tiene aproximadamente el 8b!.i
de la capacidad de una correa de una sola capa, que
tenga el mismo espesor.) La correa pesa 0,03b
lblpul3. ¿Cuál es la capacidad de potencia de Ia
correa ?

Solución:
Los ángulos de abrazamiento de la polea menor y de la polea mayor son, respectivamente,

La polea que regula el diseño es la que tiene el valor más pequeño d," "fo. En este caso la polea menor es
la que regula el diseño, es decir, que la polea menor está trasmitiendo su máxima potencia cuando la cor¡ea co-
mienza a deslizar, mientras que la polea mayor no está desarrollando su máxima capacidad en este Dunto.

1094 - 117 
= eo,3s g:is,et/r@) 

= 2.30,
T2 - tt?

Entonces m 2t'Ii - wu'/g for.
T, - u.tu2/g

donde

dr = 180" - 2 sen-1 (R -r)/C
d2 = 180o + 2 sen-1 (R- r)/C

Flc.24-6

18oo - 2sen-1 (21-7)/54 = 136,60

223.4"

Tz = 542 lb

I - 32,2 p/seg2

q : (350 lblpul2)(nq x r0 pul2) : 1094 tb

= 53,e HP .w'L\,|\rr,
5. Un co_mpresor es conducido por un motor que gira a g00 rpm, por medio de una correa plana que

tiene ]" de espesor y 10" de ancho. La polea del motor tiene 12" de diámetro y la del compresor 60".
I'a distancia entre ejes es 60" y se emplea una polea loca para hacer que el ángulo de abrazamiento
de la polea menor sea 220" y el de la polea mayor 27Ó". El coeficiente de rozamiento entre la correa
y la polea menor es 0,3 y entre la correa y la polea mayor, 0,25. El esfuerzo máximo permisible en
la correa es 300 psi y la correa pesa 0,035 lb,zpul3. (o) ¿Cuál es la capacidad de potencia de esta
trasmisión? (ó) Si se cambia la polea menor por una polea para correa en V múltiple (ángulo de
la garganta 0 : 34' y coeficiente de rozamiento : 0,25), se emplea la misma polea del compresor
y se elimina la polea loca, ¿se obtiene una trasmisión más efectiva con mayor capacidad de poten-
cia? Suponer que los diámetros primitivos de la polea ranurada y de la polea mayor son los mismos
que cuando se utilizaba la correa plana: 12" y 60". Suponer también que la suma de las fuerzas
máximas producidas en cada correa en V es igual a la fuerza máxima producida en la correa plana
(es decir que ? es constante) y que el efecto de la fuerza centrífuga sobre todas las correas en V es
igual al efecto producido sobre la correa plana.

Solución:
(a) Para la polea -"r,o., "/o= eo's(2ÑT/:€Ó) = 3,16; para la polea 

^uror, "fo = eo'25(27o1r/18o) = 3,26- po¡
tanto, la polea menor regula el diseño. Entonces

u., : 12(10)(5,/16)(0,035) : l,3l p/ses2

ú : 7r DN : 7r(I4/12 p)(880,/60 rps) : 53,7 p,/seg

Capacidad depotencia= 
(\-Tz)u - (1094-542)(53'?)

550 550

donde
T- (300)(10)(3/8) : 1125 lb ri., : 12(10)(s,/8)(0,035) : r,57 lb/p u : n(r)(r'\ : 47,r p/see

Tt-uo2/g _ 
"faT2 - wu2/g

1125- 108 
= 3,16,

T2 - L08

(1125 - 430)(4?,1)

Iz = 430 lb

capacidad de potencia - 
(T' - Tz)u

550 550
: 59,6 HP



TRASMISIOI' POR CORREAS 295

(ó) Para un montaje con co¡rea abierta, sin polea loca:

Angulo de abrazamiento de la polea menor : 180" - 2sen-r(30 - 6)/60:132'8'; ángulo de ab¡aza-

miento de la polea mayor : 227,2". Ahora,

menor (correa en v en la garganta)' "fo'"t"L' -- 
eo'25(732'eÍl1ao)/sen "o -- 7'27

mayor (correa en v sob¡e una polea plana), 
"Íd - "o'zs(zz7'2Í/7eo) 

= 2,69

De este modo, aunque la capacidad de la polea menor se aumenta, Ia polea mayor será ahora la base

del diseño, 
"on "{o 

: 2,Gg. Utilizando !¿2-#-L : 2,69 o T, : 486 lb, Ia nueva capacidad de po-

tencia (disminuida) es (l1?!-Sfflgj-ff : 54'8 HP.

Una trasmisión por cotrea cruzada debe trasmitir
10 HP a una velocidad de la polea menor de 1000

rpm. La polea menor tiene un diámetro de 10", la
relación de velocidades es 2 y Ia distancia entre
centros, 50". Se desea utilizar una correa plana de
'cuero de d" de espesor y se espera que el coeficiente
de rozamiento sea 0,3. Si el máximo esfuerzo per-
misible en Ia correa es 250 psi, determinar el an-

cho b que debe tener la correa. El cuero pesa 0,035

para la polea

para la polea

6.

lb,/pul3.

Solución:
Las dos poleas tienen el mismo ángulo de abrazamiento y la

a = 180+2sen1(R+r),/C = 180+2sen

F.ie,24-7

misma capacidad de Potencia
-1 (ro+s)/bo = 2t4,8"

s1 - *'u2/g -fai-*f,= "-'
donde t¿' : 12(0,035) : 0,42lb,/p-pul2,

utilizando Qt- Tz) - (hP) (550)

b de Ia cort€á : (0,83 Pul2),2( úPul) :

250 - 24,8 _ ro,dzt+,an/no\
s2 - 24,8

u : 1r(10,/12)(1000,/60) : 43,6 P/seg

sz = 97,8 Psi

- 126 
= 0,83 pul2 y el ancho

250 -9?.8
- (10)(550) 

= r26 lh 4 = 
Tt-Tz

- 43,6 '- sr - sz

3,32 pul. Utilizar ó : 32 Pul.

Z. Una trasmisión con correas en V debe trasmitir 25 HP desde una polea acanalada que tiene un diá-

metro primitivo de 10 pul y funciona a 1800 rpm hasta una polea plana de 36 pul de diámetro. La

distancia entre ejes es 40". El ángulo de la garganta es d : 40', el coeficiente de rozamiento entre

las correas y la polea acanalada es.0,2 y entre las correas y la polea plana, 0,2' La sección de las co-

rreas tiene las siguientes dimensiones: Ancho superior, b2 : 1,5"; ancho inferior, b, :0,75", altura,

d : 1,0',. Las correas pesan 0,04 lb,/pul3 y la tensión permisible en cada correa es 200 lb. ¿Cuántas

correas se necesitan? (Nota: Primero analizar para una sola correa')

Fie.24-E
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Solución:
Mientras que el espesor de una correa plana generalmente es depreciable con respecto al diámet¡o de la po-

lea, el espesor de una correa en V puede no ser despreciable. Dete¡minar el diámetro primitivo de la correa en V
sobre la polea plana, suponiendo que el diámetro primitivo se mide hasta el centroide de la sección de la correa.

La distancia desde la base hasta el centro de gravedad (C.G.) es

_ d(bi2b) 1(0.?5+2xl.b)o=ffii=-ffi=o'56Pul
Diámetro primitivo de la polea mayor : 36 + 2(0,56) :37,1", o sea que radio primitivo : 18,6,,.

Para la polea menor, d = 180"- 2 sen-1 118,6 -5)/40 = 140,40. Para ia polea mayor, d : 219,6..

Comparar la capacidad de las dos poleas, 
"fo/"""Lo ,

Polea menor: eo,2(7.c,4T/7eo)/sen Éo : 4,1g. polea mayor: eo,2(2rs,a7r/rú)Aen eoo = 2.Ib.

Por consiguiente, la polea mayor regula el diseño. (Obsérvese que el ángulo de la correa es
yor de 40", pero la correa acuñará en la garganta a 40".)

El área de la sección de una correa es !1tr+Ur¡@) = re,7i+l,b)(1) : 1,12b pul2
el ramal flojo se encuentra de

ligeramente ma-

y la tensión en

\=r48rb

donde r¿ : 12(1,125)(0,04 : 0,5a tb/p u : n(r0/r2)(1800^0) : 78,5 p/see.

Caballos de fuerza : (Tt - Tr)u/550: (200 - r48)(78,5)/5OO: 7,49 Hp/conea.

Número necesario de correas : (25 HP\/(7,43 HP/correa) : 3,37. Utilizar 4 cor¡eas.

8. Una polea de 9" está acuñada a un eje y su plano central sobresale 10" a partir del cojinete más cer-
cano, como se muestra en la figura 24-9. Se emplea un arreglo con correa abierta. La polea es con-
ducida por un motor que gira a 1800 rpm, por medio de una correa plana y la relación de velo-
cidades de las poleas es 1 a 1. La correa tiene f" de grueso, 6" de ancho y pesa 0,035 lb7pul3. El
coeficiente de rozamiento entre la correa y la polea es 0;3. La correa está trabajando con su máxi-
ma capacidad y su esfuerzo máximo permisible es 300 psi.

Se decide doblar la capacidad de potencia, y de las diferentes posibilidades que existen pa-
ra lograrlo, en este problema se empleará la de aumentar el ancho de la correa. Supóngase que se
aumenta el ancho de la correa y las demás condiciones permanecen iguales. (o) ¿Cuánto se debe
aumentar el ancho de la correa para doblar la capacidad de potencia? (b) Suponiendo que el plano
central de la polea permanece a la misma distancia del cojinete más cercano (10"), ¿en cuántas li-
bras se aumentan las fuerzas producidas en los cojinetes? La distancia entre los cojinetes es 18".
Suponer que la potencia se toma del eje por medio de un acoplamiento flexible.

Acoplaniento flexible

T1 - wu2/g _ ^fa/senlo 200 - lo3,b

- 

= ..'J,
T2 - wu'/g T2 - 1 03, b

Cargas en las
condiciones iniciales

Cargas después de
montada la cor¡ea

Rl = tr+Olb

Rb = arsa l¡

Fis.24-9
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Solución:
(¿) Si se dobla el ancho de la correa, la capacidad de potencia también se dobla.

(b) Si la correa está t¡asmitiendo su máxima potencia, la tensión en el ramal tirante es ?, : 300(6)(3/8) :
675 lb. Para encont¡a¡ ?2 de las condiciones iniciales (ambas poleas tienen la misma capacidad)' hacemos

ñ2,ra-wu/g
T2 - u.,u2/g

Diámetro
Coeficiente de rozamiento
Ansulo de abrazamiento

La correa tiene una velocidad de 3O0!przmin,

4" de ancho, *" d. grueso y pesa 0,04 lb7pul3.
El motor pesa 150 lb.

Solución:
(¿) El primer paso es analizar la capacidad de carga

toü¿J. Aíslense el motor y la polea, cómo se mues-
tra. Tomando momentos alrededor del centro del
pasador E,

-150(6) + rí3) + r2(s) - 3?,4(6) = o

o (t) Ir + 3T2 = 374,9

Cuando se está trabajando con la capaci-
dad máxima, la correa está a punto de deslizarse
y se utiliza el máximo rozamiento en la polea
motriz- (siendo 

"fa 
pata la polea motriz menor

9ue ela para la polea conducida). Entonces

eo,31r Tz = 352 lb

Carga de inercia
resultante en la
correa

= )1sv/g)sen2d
= 2(18,?) sen 9ü
= 37.4 lb

fa
e-

6?5 - 146,5

T2 - t46,1

donde ut : 12(6)(3/$ (0,035) : o,s4 lb/p u - n(9/12)(1800/60) : 70,6 p/ses

Fuerza ¡esultante en la polea, que causa las ¡eacciones en los cojinetes : ?t I Tz : 675 + 352:
1027 lb.

La reacción del cojinete localizado en B se encuentra tomando momentos alrededor de A. La reac-

ción del cojinete localizado en A se halla por suma de fuerzas.

1027 (28) - R (18) = o, R¡ = 159? Ib Y RA + 1027 - 159? = O, Rl = 570 lb

Si se dobla la potencia, se doblan las reacciones de los cojinetes, es decir que Ri : 1140 Ib y ni
3194 lb. Por tanto, el aumento de fuerzas en los cojinetes es: 5?0 lb para el cojinete izquierdo, A, y 1527 lb

para el cojinete derecho, B.

g. Una trasmisión con el motor pivoteado tiene varias ventajas sobre una trasmisión central fija' Una

de estas ventajas es que el alargamiento de la correa se corrige automáticamente, debido al peso

del motor. Otra ventaja consiste en la reducción de cargas en los cojinetes, para funcionamiento

con cargas parciales, según las proporciones utilizadas. Si el motor trasmite a la polea A el 259á

de Ia capacid.ad. d.e carga total, ¿cuáles serán las cargas en los cojinetes localizados en C y D, expre-

sadas como porcentajes de la capacidad de carga total de los cojinetes? Despreciar el peso de la

armadura.

Polea A Polea B
6" 6"
0,4 0,5
180' 180'

l1 - LUUTq

T2 - wu2/g

T1 - tB,1
T2 - t8,7

fa ALÍ

(2) 7.1 - 3,517' = -47

donde w : 12(4)(7/8)(0,04): o'24 Lb/P

u : 300/60 : 50 p,/ses

La solución simultánea de (I) y (2) es ?r :
180,4 lb, T2 : 64,8 Ib; Y ?r I Tz : 245,2 lb.

150 lb

150 Ib

F,is. 24-10
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Para una cuarta parte de carga, designamos fi v fl las fuerzas sobre la correa. Tomando momentos al-
rededor de E,

(3) -150(6) + r;(3) + T;e) - s?,4(6) = 0

y como para una cuarta parte de carga, e;-f;) = let-72)
(4) ri - ri = ütreo,+- 64,s) = 2s,e

Resolviendo simultáneamente las ecuaciones (J) v @, f; : Í5,4 Ib v T,j : g6,b lb.
7'

Obsé¡vese o" !- 
-'!: 

= J" no se aplica pa¡a una cuarta parte de carga, puesto que no se está
To - ulu'/g

trasmitiendo la máxima potenóia, es deci¡ que la correa no está a punto de deslizar.
Las cargas en los cojinetes, para una cua¡ta parte de capacidad, expresadas como porcentajes de las cargas
en los cojinetes, con capacidad total, son

(ó)

(c)

10.

PROBLEMAS PROPUESTOS

Un trabajador levanta una carga con la ayuda de un mala-
cate que tiene un tambor no acanalado de hierro fundido,
como se muestra en la figura 24-ll. El tambor tiene l0 pul
de diámetro, gira a 25 rpm y tiene en¡olladas cuatro vueltas
de una cuerda de 1 pul de diámet¡o, uno de cuyos extremos
hala el trabajador con una fuerza de ?5 kg. La cuerda pesa
0,20 lb/p y el coeficiente de rozamiento es 0,10. (o) ¿Qué
carga se puede levanta¡ con esta combinación? (ó) ¿Cuánta
potencia se requiere?

Resp. (a) 992 lb, despreciando el efecto centrífugo
(b) 1,85 HP, con base en un momento de (992 

- Zb)
(5,5) : 466 lb-pul

Una correa de cuero debe trasmitir 30 HP desde una polea
motriz cubierta con fibra, de 10 pul de diámetro, que gira
a 1200 rpm, hasta una polea de acero de 24 pul. El coeficien-
te de ¡ozamiento ent¡e la polea de acero y la correa es 0,30 y
entre la polea notriz y la correa, 0,40. La distancia entre ejes
es 72 pul. Supener que el máximo esfuerzo de trabajo permi-
sible es 250 psi y que la correa pesa reas es más adecuada:
Una ' de grueso o una correa de j" I la co¡rea.
Resp er una vida mayor de la correa I 32) ala correa de j,'

e = # = 20). El ancho de una correa ae ft" de grueso es 7,45" (utilizar 7L" )

IJna co¡rea en V funciona sobre dos poleas acanaladas que tienen diámetros primitivos de 10" y 32", respectiva-
mente. El ángulo de la garganta de las poleas es 36" y el ángulo de contacto de la polea pequeña es 140". La máxi-
ma carga permisible en la correa es 200 lb y la correa pesa 0,35 lb/p. La polea menor gira a l1b0 rpm y se deben
t¡asmitir 35 HP. Si el coeficiente de rozamiento es 0,2, ¿cuántas correas se deben utiliza¡, suponiendo que cada
correa toma una parte proporcional de la carga?

Resp 2,88 correas; utilizar 3 correas

Un motor eléctrico acciona un compresor por medio de co¡reas en V. Se conocen los siguientes datos:

Polea del compresor

48"
4,28 rad

0,3
polea plana

Cada cor¡ea pesa 0,20 lb/p y la máxima fuerza permisible por correa es 300 lb. Dete¡mina¡: (¿) Íd,/(senLfl)
para la polea del motor y para la polea del compresor; (b) wu2/S para una correa; (c) la tensión en el ramal flojo
de la correa; (d) la potencia trasmitida por cada correa; (e) el número necesario de correas.

Tr+ Tr- 2utu2/g

Diámetro primitivo
Angulo de contacto
Coef. de ¡ozamiento
Angulo de la garganta
Potencia trasmitida
Velocidad

HF#=0,?e=levo

11.

L2.

13.

Polea del motor
9"

2 rad
0,3
34.

25 HP
1800 rpm

Fie,24-lt'
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Resp. 2,06 para la polea del motor y 1,284 para la polea del compresor; la polea del compresor regula el di-

seno.

(b) 31,0 lb. (c) 50,2 lb. (dl 6,4 HPlcorrea. (e) 3,91; utilizar 4

14. Unmotoreléctricodebeaccronarunextractordeaire,pormediodeunacorreadecuero. Seconocenlossiguientes

La correa tienef," de grueso, su máximo esfuerzo permisible es 300 psi y pesa 0,035 lb,ful3. (o) ¿Qué polea go-

bierna el diseño? (b) ¿Qué ancho de la correa debe emplearse?

Resp. (a) f d, para Ia polea Ír€ilor : 0,75, f d, para Ia polea mayor : 0,945; la polea menor gobierna el diseño'
(ó) 9,78"; utilizar 10"

15. Unmotoreléctricoaccionauncompresorpormediodeunacorreaplanadecuero. Seconocenlossiguientesdatos:

Polea del motor Polea del comDresor

Diá met¡o
Angulo de contacto
Coef. de rozamiento
Velocidad
Potencia t¡asmitida

Diámetro
Angulo de abrazamiento
Coef. de rozamiento
Velocidad

Polea del motor

t2"
2,5 rad

0,3
900 rpm
30 HP

10,,

4 rad
0,25

1200 rpm

Polea del ventilador

48"
3,?8 rad

0.25

60"
3,5 rad

0,3

4" hasta ?", con incrementos de l/2"
7" hasta 12", con incrementos de 1"

16.

t7.

18.

(Obsérvese el empleo de una polea loca.) La correa tiene una sección de d" nor 8" y pesa 0,035 lbr$ul3. Si la ten-

sión máxima permisible en la correa es 600 tb, determinar la capacidad de potencia. ftesp. 31,9 HP

Una trasmisión por correa abierta comunica 20 HP cuand de diámefro rpm'

La correa tiene una sección def" po" 6" y pesa 0,035 lb da tiene 48" y su

ángulo de contacto es 200'. ¿Cuál es el máximo esfuerzo suponiendo iente

de rozamiento es 0,3 para ambas poleas? Resp. 203 psi

Una trasmisión con correa en V t¡asmite 15 HP a una velocidad de la polea menor de 900 rpm. Los diámetros

primitivos de las poleas son 6,8" y 13,6". La distancia entre centros es 30". Si la máxima t'uerza d'etrabajo permisi-

tl" po, correa es 126 Ib, determinar el número de correas que se necesitan, si el coeficiente de rozamiento es 0,15

y el ángulo de Ia garganta de las poleas es 34'. La correa pesa 0,13 lb/b.

Resp 3,23; utilizar 4 correas

Un volante de un motor, cubie

diámetro, p un espesor d" tS".
tros es 10 p es 0,20 Y entre el cu

cuero tiene ión es 801c' El cuer

se t¡asmiten 60 HP con una velocidad de la correa de 4800 p/min, determina¡

(o) El esfuerzo de trabajo máximo permisible.

(b) er* para la polea que regula el diseño'
(c) El ancho necesario de la correa.

Los anchos normalizados de las co¡reas son

j" hasta 1", con incrementos del/8"
1" hasta 4", con incrementos de I/4"

Resp. (a) 320psi, (b) 1,99, (c) I1,2"; utilizar 12"

19, Diseñar una trasmisión con correa plana con base

en la siguiente información: Un eje de trasmisión
que gira a 500 rpm acciona una fresadora que re-

quiere una potencia de 5 HP a 750 rpm. La polea

motriz, localizada en el eje de trasmisión, es de

acero fundido y tiene 12" de diámetro. Un diseño
preliminar propone utilizar una corre^a que tiene
un grueso de 3/16" y pesa 0,035 lb/pulq. El esfuer-

zo permisible es 300 psi, las dos poleas giran en sen-

tidos opuestos, la distancia entre centros es 30" y el

coeficiente de rozamiento es 0,3, para ambas poleas.

Determinar: (a) El diámetro de Ia polea menor; (ó) el esfuerzo en el

rrea; (d) el ancho necesario.

Resp. (a) 8", (b) 101 psi, (c) 0,52? pul2, {d) 2,82";utilizarS"

ramal flojo; (c) el área requerida de la co-



20.

300

21.
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Determinar el aumento de capacidad de potencia, en porcentaje, que es posible obtener al cambiar la correa pla-
na de una trasmisión por una correa en V. El diámetro de la polea plana es igual al diárnetro primitivo de la
polea acanalada y las dos giran a la misma velocidad. El coeficiente de rozamiento para la polea plana y para
la polea acanalada es el mismo: 0,3. El ángulo de la garganta de la polea acanalada, d , ". 

ob"; las correas son
del mismo material, tienen la misma área de sección y en ambos casos el ángulo de abrazamiento es 150".
Resp. 45c;i. (La tazón de las capacidades de potencia de la correa en V a la capacidad de potencia de la cor¡ea

plana es 1,45)

(¿) Determinar el nítmero de correas en V que se necesitan para trasmitir 40 HP, con las siguientes condiciones:
Polea meno¡

Velocidad 1120 rpm
Diámetro primitivo 9"
Angulo de la garganta 34'

Carga de trabajo máxima por correa : 126 lb, coeficiente de rozamiento : 0,1b, distancia entre los cen-
tros de las poleas : 35", peso de las correas : 0,20 lb/p.

(b) Para disminuir los gastos se propor)e que la polea mayor sea plana. Suponiendo que la longitud de la co¡rea
no cambia (ni tampoco cambian los ángulos de abrazamiento), ¿cuál es la capacidad de potencia?

Resp. (a) 6,3; utilizar 7. (b) Para 7 correas, 28,? HP

Polea mayor
280 rpm

36"
34"

Flc.24-13

22. En la figura 24-13 se muestra esquemática-
mente una t¡asmisión con el motor pivo-
teado. Las dos poleas tienen el mismo diá-
metro (12") y los ramales de la correa son
horizontales. El motor funciona a 800 rpm y
pesa 600 lb; la correa tiene un grueso de d,,
y un ancho de 9"; el coeficiente de rozamiento
es 0,2 y la correa pesa 0,035 lblpuls. Deter-
mtna¡
(a) Las tensiones en la correa, cuando la po-

lea del motor gira en el sentido contra-
rio al del movimiento de las agujas del
reloj.

(b) La capacidad de potencia, cuando la
polea del motor gira en el sentido con-
tra¡io al del movimiento de las agujas
del reloi.

(c) El máximo esfuerzo en la correa, cuan-
do la polea del motor gira en el sentido
contrario al del rnovimiento de las agu-
jas del reloj.

(d) Las tensiones en la correa, cuando la polea del motor gira en el sentido del movimiento de las agujas del
reloj.

(e) La- capacidad de potencia, cuando la polea del motor gira en el sentido del movimiento de las agujas del
reloj.

(/) El máximo esfuerzo en Ia correa, cuando la polea del motor gira en el sentido del movimiento de las agujas
del reloj.

Resp (a) 4r3 Ib,244 lb (ó) 12,8 HP (c) 184 psi (d) 468 lb, s68 tb (e) 7,6 Hp (/) 208 psi

23. En la figura 24-14 se muestran varias poleas
que son conducidas por una misma correa.
La polea I es la polea motriz y las poleas 2, 3
y 4 tornan potencia de la correa. Suponer
que el coeficiente de rozamiento entre la po-
lea y la correa es igual para todas las poleas.
La correa no se desliza sob¡e la polea 1, aun-
que todas las demás poleas estén cargadas
hasta el punto de deslizamiento. Determi-
nar el mínimo ángulo de abrazamiento ne-
cesario en la polea l, en función de los ángu-
los de abrazamiento de Ias otras poleas.

Resp. dt = da+ d,s+ A,4



Capítulo 25

Soldadu ra
INTRODUCCION. Hay muchos aspectos importantes de la soldadura que se deben considerar en el

diseño de máquinas. EI problema inmediato del diseñador es determinar la di-
mensión adecuada de Ia soldadura de una parte específica, lo cual implica un análisis de esfuerzos de

Ias diferentes partes, en los puntos sometidos a cargas estáticas o fluctuantes. Se utilizarán los procedi-

mientos recomendados por la American Welding Society (AWS) y las modificaciones hechas por la
Lincoln Electric Company.

EI diseñador debe utilizar Ios esfuerzos de diseño y los procedimientos especificados por los diferen-
tes códigos de estructuras, puentes y recipientes a presión, donde los diseños deben ser conservadores.
Por otra parte, el diseñador tiene mucha libertad en el diseño de la mayoría de máquinas. EI punto de

vista de este capítulo es permitir libertad y flexibilidad en el diseño.

TIPOS DE JUNTAS SOLDADAS

(r)
ra 25-1.

De acuerdo con la Lincoln Elec-
tric Company, una soldadura a tope,
cuando está hecha correctamente, tie-
ne igual o mejor resistencia que Ia
placa y no hay necesidad de calcular
el esfuerzo en la soldadura, ni hacer
ensayos para determinar su dimen-
sión. Cuando se sueldan aceros de
aleación, es necesario hacer coincidir
Ia resistencia del electrodo con la re-
sistencia de la placa.

Algunos códigos sugieren reducir
Ia resistencia, con el empleo del factor
Ilamado eficiencia de la junta. Cuan-
do se tiene que reducir la resistencia,
la ecuación de la fuerza permisible en
una soldadura a tope está dada por Ia
fórmula

4n srtLe
donde

4rr : fr".ru
st : esfuerzo

dadura,
| : eSPeSor

L : longitud
pul

Fig. 25-1 Soldaduras a tope

e : €IrCl€nCrá

(2) Soldaduras de filete.
Las soldaduras de filete se clasifican

lela, (b) carga trasversal. (Véase la figura
de acuerdo con la dirección de la carga: (o) Carga para-

25-2.)
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permisible, en lb
permisible en la sol-
en psl

de Ia placa, en pul
de la soldadura, en
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Carga
paralela

(a)
| ;;:i:,.",

(b)
Fis,. 25-2 Fig. 25-3

En la soldadura de filete a 45'' típica, el plano de máximo esfuerzo cortante es la sección de la gar-
ganta a 45', cuando se somete a cargas paralelas y la garganta a671", cuando se somete a carga tras-
versal, como se muestra en la f igura 25-3. En consecuencia, la resistencia a carga trasversal es mayor.

En los Estados Unidos la base de la especificación de una soldadura de filete es la longitud del
lado (en Europa se emplea la garganta). Se entiende por dimensión de una soldadura de filete la lon-
gitud del cateto del mayor triángulo rectángulo isósceles inscrito o las longitudes de los catetos del ma-
yor triángulo rectángulo (no isósceles) inscrito.

La dimensión de una sqldadura de filete que tiene ambos lados iguales está dada por u y las
dimensiones de una soldadura de filete que tiene los dos lados diferentes, están dadas por o y b, como
se muestra en la figura 25-4.

La garganta de una soldadura de file-
te que tiene los dos lados iguales, f, se obtie-
ne multiplicando la dimensión de la solda-
dura por 0,707 es decir que t -- 0,70i u .

(Véase la figura 25-5.)

La garganta rcaI, t6, obtenida con sol-
dadura automática, es mayor que Ia gar-
ganta teórica ¿. (Véase la figura 2ó-6.) Si se

produce una penetración p, la dimensión es
(u + p) y la garganta es 0,70?Qr'* p). La
AWS no tiene en cuenta la resistencia adi-
cional debida a Ia penetración, pero se pue-
de considerar este efecto, si así se desea.

EI esfuerzo en una soLdadura de filete
se consíderará como un esfuerzo cortante en

la garganta, cualquiera que sea La dirección
de aplicacíón de Ia carga.

La carga paralela permisible por pul-
gada de soldadura, en una soldadura de fi-
lete cargada estáticamente, es

4lr = s.u1 = 13.600 (0,707w) = 96002r

donde s"r, : esfuerzo cortante permisible :
13.600 psi, de acuerdo con el
código de la AWS

A : fuea de la sección de Ia gar-
ganta a 45" de 1" de soldadu-
ra : 0,707 ¿1'

u : longitud del lado (dimensión),
en oul

Fig. 25-5

La carga trasversal permisible por pulgada de soldadura, en una soldadura de filete cargada estáti-

4rr = s^trA : 13.600 (0,165w)/cos22tr" = 11.300ru

Soldadura de filete con
las dimensiones iguales

c = F'ondo de la soldadura
d = Fondo de la junla

Soldadura de filete con las
dimensiones diferentes

Para soLdaduras con las
dos dimensiones iguales,

garganta:0,70?t

Automática
úO = Garganta real

ú = Gargarrta teór¡ca

Carga paralela

Carga trasversal

Manual

camente, es
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donde s^r, : esfuerzo permisible : 13.600 psi (el mismo que para soldadura de filete sometida a car-

ga paralela)
A : área de la sección de la garganta a 67!'de 1" de soldadura : 0,765u'

De acuerdo con la AWS, si una parte de la carga se aplica paralela y la otra se aplica trasversal-
mente, se debe utilizar la carga permisible paralela. Cuando ocurre flexión o torsión, el procedimiento

seguido para analizar la soldadura consiste en considerar ésta como una línea que no tiene sección tras-
versal. Se puede demostrar que el módulo de la sección de una área delgada es igual al módulo de la

sección, cuando ésta se considera como una línea, multiplicado por su espesor, con un error despre-

ciable.

Considerando flexión: M

Z
donde M: momentodeflexión,enlb-pul; Z: módulo delasección,enpul3; s: esfuerzo,enpsi.

Las unidades del módulo de la sección de una soldadura que se considera como una linea, Z7¿, son

piJ2 . (Zw\(a,) da el módulo de la sección de la soldadura, donde u' es la dimensión de la soldadura. Así

s = '-Y' 
M

\Lu)\;)0s¿u=1
EI producto de s por u. tiene por unidades lb/pul y se representa por el símbolo /. Así

tl
¡_.ft!_Zu

donde / es la carga por pulgada de soldadura, M (lb-pul) es el momento de flexión y Z6(pul2 ) es el mó-

dulo de la sección de la soldadura considerada como una Iínea. El procedimiento anterior permite en-

contrar directamente la dimensión de la soldadura.

En Ia figura 25-7 se indican los módulos de la sección en flexión, Zx¡, y Ios momentos polares de

inercia, Jr, de 13 uniones soldadas típicas, en que la soldadura se considera como una línea. Los módu-

los de la sección de estas fórmulas son para una fuerza máxima, tanto de la porción superior como de

Ia porción inferior de las uniones soldadas. En las uniones asimétricas que se muestran' la fuerza de fle-

xión máxima ocurre en Ia parte inferior.
Si se aplica más de una fuerza a Ia soldadura, todas las fuerzas se hallan combinadas y deben ac-

tuar en el mismo punto de la soldadura.

El módulo de la sección y el momento polar de inercia se utilizan en las fórmulas de diseño patro-

nes que se enumeran aquí. Las soldaduras secundarias no se consideran como una línea, pero se em-

plean las fórmulas de diseño patrones para encontrar la fuerza por pulgada de soldadura. Los símbolos

empleados son

anchura de la unión, en pul
altura de la unión, en pul
área del material de la pestaña soportada en corte por las soldaduras, en pul2

momento de inercia de la sección completa, en pula
distancia a la fibra externa, en pul
espesor de la placa, en pul
momento polar de inercia de Ia sección, en pula
carga de tracción o de compresión, en lb
distancia desde el eje r hasta la cara, en pul
distancia desde el eje y hasta Ia cara, en pul
carga vertical de corte, en lb
momento de flexión, en lb-pul
momento de torsión, en lb-pul
longitud de la soldadura, en pul
módulo de la sección de Ia soldadura, en pul2
momento polar de inercia de la soldadura, en pul3
esfuerzo en la fórmula patrón de diseño, en psr

fuerza por pulgada de soldadura en la fórmula patrón de diseño, cuando se considera la
soldadura como una línea, en lb-pul
número de soldaduras

d:
A:
I:

t-_
t-J-
D_
I-

Nx:
N", :,tv:
M

T:
f-I2u -
7-L lrl¡-Ju
s:
f

n:
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Propiedades de una soldadura considerada como una línea
Bosquejo de la
junta soldada

ó=anchura d=altura

Flexión
alrededor del eje X-X

Torsión

z-. = 'r'w6 'll - tq

-l 7d- , d(3b2 + d2'¡,U = ---6 -

rl
x------x ¿

-t

zu= bd

, _ 4bd + d2 d21+bd + d¡'u= - 6 = EOb+-6
Parte superior Parte inferio¡

x. = b"

' 2b+¿ 
X

l
-l

-l-* i 2,.,=bd+dj , _ {2b + d)s F1b + d72''- rz - Of+Z)

7 2bd + d2 d212b+d'¡'w=--s = 3lTl7t
Parte superior Parte infe¡ior

t _ Q+2d)3 d21b+d¡2
'w= - 12 7tt

Zr=bd+ d2

5 , 1b+d¡3-w 
6

, 2bd + d2 d'(zb + d)'u= ---T- = TG-+ZI
Parte supe¡ior Parte ¡nferior

, _ 1b + 2d)3 d2qb + d¡2'u- ---rz- - If¡Z¿f

' 4btl + d2 4bd.2 + d3'r=-n- = 6il-5d
Parte superior Parte inferio¡

J¡1
A3-;
o

Zr= U+{

Zr=zaa+d] Iu 2b3+6bd2+d3
6

tr=+ , Td3Ju= 
4

zu={*nn'

Cortesía de la Lincoln Electric Co

FiS.25-7(a)
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Fig.25-7(ó)
utiliza soldadura a intervalos, se determina la razón R de la

continua a la dimensión real que se debe emolear en Ia soldadura

dimensión calculada (soldadura continua)
dimensión real que se debe emplear (soldadura a intervalos)

La longitud de los intervalos de soldadura y la distancia entre los centros de dos intervalos consecu-
tivos están dadas en función de -R. Una representación como 3 - 4 significa que la longitud del in-
tervalo de soldadura es 3" y la distancia entre los centros de dos intervalos consecutivos es 4".

Los siguientes valores de resistencia a la fatiga (lb por pulgada de soldadura de filete) sirven de
guía para el diseño de soldaduras de filete sometidas a carga variable. Los valores se basan en un valor
de seguridad más conservador que el de 8780 lb por pulgada de soldadura de filete, utilizado en el dise-
ño de puentes, según las recomendaciones de la AWS.

(1) Resistencia a la fatiga permisible para soldaduras de filete, para 2.ü)0.000 de ciclos

Ib,zpul (si el valor calculado es mayor que 8780 lb,zpul, utilizar 8780 lbrbul).

305

Si se

soldadura

Co¡tesia de la Línct¡ln Electric Oo

dimensión calculada de la
a intervalos.

5090- ;----in
L- 21\

'fipo

Sold
tras

Fórmulas de
diseño

patrones

Esfuerzo
pst

Considerando la
soldadura como

una línea

Fuerza
lb,ful

lduras primarias
nite toda Ia carga

tracción o
compresión

Ps=
A

D
T _ 1t-f

Du

d de corte
vertical s=

v
j

V

ú

flexión ilt-z ,M
t7

r'1t¡

torsión
TI:s=:-: Í

J

T_TC!-l

une
Soldaduras secundarias

las dos secciones - baio esfuerzo

de corte
horizontal

VAvs=7; , VAYl-k

de corte
torsional
horizontal

TCs=T , TCI
J-I

J
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R

dimensión necesaria de la soldadura continua
dimensión empleada en

la soldadu¡a a intervalos

75%

66

60

57

50

44

43

40

3?

33

30

25

20

16

2-4

2-5

2-6

2-8
2-to
2-t2

3-4

3-5

3-6

3-7

3-B
3-9
3- 10

3-12

4-6

4-7
4-8
4-9

4- 10

4-12

(2) Resistencia a la fatiga permisible para soldaduras de filete, para 600.000 ciclos:
lblpul (si el valor calculado es mayor que 8780 lblpul, utilizar 8780 lblpul).

(3) Resistencia a Ia fatiga permisible para soldaduras de filete, para 100.000 ciclos:
lb,zpul (si el valor calculado es mayor que 8780 lb,zpul, utilizar 8780 lbóul).

(Para otros tipos de soldadura, recúrrase a la "AWS Bridge Code, Section 208, Design for
Stre s s ".

carga mrnimaJln las lormulas anterlores, K : -- ; :
carga maxlma

talrte; K: 0 si Ia carga es libre (varía en un solo sentido), K: -l si la carga es completamente in-
vertida.

Un cambio abrupto de la sección a lo largo de la trayectoria del flujo de esfuerzo, reducirá Ia resis-
tencia a la fatiga. Es más importante en la reducción de la resistencia a la fatiga, el efecto de la forma
y Ia geometría, que la presencia de la soldadura.

La resistencia a la fatiga se puede expresar en función del número de ciclos por medio de la fórmu-
Ia empírica

/v^
F - F t'Dtc,A _ ,urNA

resistencia a la fatiga para N, ciclos
resistencia a la fatiga para ,V, ciclos
constante que varía ligeramente con el tipo de soldadura. Se ha utilizado 0,13 para sol-
daduras a tope y 0,18 para placas sometidas a carga axial de tracción y compresión.

La regla empleada para soldaduras no calculadas es la siguiente: Para una soldadura sometida a

carga paralela y carga trasversal, simultáneamente, la dimensión debe ser 3/4 del espesor de la placa,
la longitud de la soldadura debe ser igual a la longitud de Ia placa y la placa se debe soldar a ambos la-
dos. Para diseños en que la rigidez es el factor básico, utilizar una longitud del lado (dimensión) igual a

3/8 del, espesor de la placa.

PROBLEMAS RESUELTOS

1. Demostrar que el plano de máximo esfuerzo cortante está a 45" para una soldadura de filete con
los dos lados iguales, sometida a carga paralela, como se muestra en la figura 25-8. Despreciar la
flexión. Determinar la fuerza permisible por pulgada de soldadura,4l, .i el esfuerzo de corte per-
misible es 13.600 psi, de acuerdo con la AWS.

70?0
r- +K
8484
r-iK

Repeated

esluerzo mrnrmo
esluerzo maxlmo K: +1 paracargacons-

donde FA

", 
--
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Solución:
(a) Considerar como un cuerpo lib¡e la placa ver-

tical con las dos soldaduras co¡tadas simétri-
camente.

(ó) Llamar ü' la garganta de la sección arbitraria.
El área de la soldadu¡a en la sección cortada
es A: ú'1, donde t':w/(sená+ cosd),

(c) El esfuerzo de co¡te es

" _ F _ F 
= 

F(send+cosd)
"s= A= t,L wL

(d) Derivar s, con respecto a 0, e igualar la deri_
vada a cero para hallar el máximo:

307

dSoF' ^

-* = -:-(cos6-send) = 0d0 wL
que se satisface cuando cos I : sen d , o sea que I :

(e) Remplazando d por 45" en (c), ss(max) = P! =

(f ) Lacarga permisible por pulgada a" .otaua,r"Jl Fu¡
¿¿; es la dimensión.

_r"
ttL

ss(ma) l'2l.
wL

+ 2F - 2F" sen0 -

La garganta en la sección tomada es

Fig. 25-8

donde ü es la garganta a 45'.

ssqu¡¡'¡*LNf = B.6oowÍVl2 = 9600¿o, donde

Fig. 25-9

4 = F."tt0

F
TL

2. Demostrar que el plano de máximo esfuerzo
cortante está a 67f" para una soldadura de
filete con los lados iguales, sometida a carga
trasversal. Despreciar la flexión. Determinar
la fuerza permisible por pulgada de soldadu-
ra, si el esfuerzo de corte permisible es 18.600
psi, de acuerdo con la AWS.

Solución:
(o) En la figura 25-9 se muestra el cuerpo libre.

Suponer que la carga se reparte por igual en-
tre las dos soldaduras. La fuerza de corte es {y la fuerza normal, {,. . Sumando las compo--
nentes verticales.

+ 2F - 2F" send - 2Fncos) = 0

Si se supone que la resultante de ,f y Fn es vertical, entonces las componentes horizontales son iguales y
opuestas: {" cos d = d sen d. Re"mpla/ando $ por (& cos d)/(.r.,d) en (o),

2F" cos9 . n.-- ^ (coso) = u o
sen 0

t'= w/(cos0 + sen0).

(d) El esfuerzo de corte es so
(F send)(cosd+ send)

Para obtener s5 máximo, se encuentra el ángulo
ds"/dO = o.

45 = 4 fr"".,d)(-send+cosd¡de - wLl
Utilizando las identidades trigonométricascos2d-sen20=cos20 y sendcos0=Lsen20,obte-
nemos: sen20 = -cos20, tan20 = -1, 20 = 1.l5' y finalmente, e = 6ú'.

(/) El esfuerzo de corte máximo se encuentra remplazando 0 por 67f' en (d):

F"
I

\e)

wL

0 que define el esfue¡zo de corte máximo, haciendo

+ (cos d + sen d) (cos á)] = 0

= 9f+I donde ú es la garga4la a G?j".
tL
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(c\ La fuerza permisible por pulgada de soldadura es ¡ = 
ss(ellYl 

= 
tt ut:3ítt' 

= 11'300r¿, donde

¿¿ es la dimensión de la soldadu¡a.

¿Cómo es la dist¡ibución de carga en soldaduras sometidas a carga paralela, si las soldaduras son

relativamente largas?

Solución:
Si las soldaduras son largas, la distribución de carga no es uniforme. La carga máxima por pulgada de

soldadura depende de la longitud de la misma. Los valores de la carga permisible por pulgada de soldadura se

reduci¡án aproximadamente al 909á de dicho valor para soldaduras cortas.

Considerando Ia soldadura como una línea, determinar el módulo de

la sección en flexión, Z¡, de una soldadura de d pulgadas de altura.
4.

Referirse a la figura 25-10.

Solución: f +Ld )s
Momento de inercia I = | v2 dy = --' J. 12

t tr--h
6

5. considerando la soldadura como una línea, determinar su momento t
de inercia alrededor del centro, Jr.
Solución: r+Ld ,3

Con referencia a la figura 25-lo, Iu = | y'dy = "u.
r_rd

Fig. 25-lO
6. Considerando la soldadura como una línea, determinar

el módulo de la sección, Zr, abeded,or del eje ¡-¡. Referirse
a la figura 25-11.

Solución:
Del problema 4, el momento de inercia de las líneas vertica-

les alrededor del eje r-r es /1 = 2(d3/12) = d"/6.

El momento de inercia de las líneas horizontales es

tr= zlt@/zl2f = bd2/2. '
El rnomento total de inercia alrededo¡ del eie ¡-¡ es

I = It+ I, = 1d3/e¡ + ftd2/D.

Módulodelasección. z = I - (ds/q+O¿2/z) = d'+bd.
'ucd/23

7. Considerando la soldadura como una línea, determinar su

momento de inercia alrededor del centro de gravedad, J¿u.

Referirse a la figura 25-12.

Solución:
Considerando cada línea por separado, determinar el efecto

de cada una y sumar todas Ias partes.

Considérese un elemento diferencial de la línea superior, d.r.

La integral del producto de la longitud del elemento por el cuadra-
do de la distancia variable al centro de gravedad, es

r,,, = f ,,0, = rltoko/rr"+,adxWTJ

Fig.25-rr

Fig. 25-12

= 2lYtf;> +?,Lr = * -

La cont¡ibución de la línea inferior es izual: T

W2

Por analogía, el momento polar de ine¡cia de cada linea vertical es tr" = Ir¡o

b3
t2

d2b , b3-4t2
dD

=Ta
,3(t

t2

_ (b+d)3
-6El momento polar de inercia total es /, = !r"*!rr*Ir"*lro - bs + 3b2d +-3bd2 + dg
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8. Determinar la dimensión de Ia soldadura de filete que se necesita aplicar a la ménsula que se mues-
tra en Ia figura 25-13.

Solución:
(o) Determinar el centro de gravedad de la soldadura, considerando ésta como una línea, sin espesor. (Véase

la figura 25-7(a).)

Por simetría, N.-= bll"x r, = h = il#* = 1,25''

20"

lA 23,75

\

/

t-
lc'9.

8000 lb

¡esultante por pulgada

= t/z+eo2 + (400+18fior
= 3330 lb,/pul

Torsión

Fig. 25-13

Remplazar la fue¡za original de 8000 lb por una fúerza de 8000 lb actuando en el cent¡o de gravedad y un
par igual a 8000(23,75) : 190.000 lb-pul (que produce torsión).
Se supone que la fuerza ve¡tical de 8000 lb está uniformemente distribuida sobre la soldadura y produce
una ca¡ga de (8000),2(5 + 10 + 5) : 400 lb por pulgada de soldadura.
Aho¡a se dete¡mina el efecto del par de to¡sión. El momento polar de iiercia de la soldadura (que se con-
sidera como una línea) es

Corte directo
Combinando los efectos del corte

directo y la torsión en A

385,4 pg

(ó)

(c)

, (2b + d)s b21b + d¡2
'u = n - -2b-+d (10+10)3 _ 52(5+10)2

L2 2(5) + 10

(e) En los puntos A y B,la máxima carga de torsión, I es

I = ry _ (reo.ooo)\6t;llF _ qru ffi = SoSolbzbul

donde C : distancia desde el centro de gravedad hasta el punto que se está analizando.

400 lb,ful
(supuesto uniforme)



310 SOLDADURA

í- = -+(3080) = lsbo rb.furu \/52 + 8J52

Componente horizontal f, = +(3080) = 2460 lblpul" v5. + 3,75¿

Obsérvese que f¿V /¿ se pueden obtene¡ directamente, utilizando la distancia horizontal Ch: 3,75"

y Ia distancia vertical Cu: 5", en la fórmula f : TC/J¡.
(/) Combinando las componentes ho.iro:!1l{.".!!11 en el punto A, lacarya por pulgada es

F = tleqaq2 + (400+ 1850)2 = 3330 lbzóul
/."u1

= 3:83 = 0,34?". usar una
/permisibte

Obsérvese que la carga permisible es 9600 lb por cada pulgada de soldadu¡a, o sea que se utiliza la

carga permisible para carga paralela cuando hay una combinación de cargas t¡asversal y paralela.

(h) Un análisis diferente, que se justifica con base en la distribución de fuerza de corte t¡asversal que se hace

en el análisis de vigas, consiste en considerar que las soldadu¡as superior e inferior no soportan fuerza de

corte trasversal. El máximo esfue¡zo de corte trasversal en una sección rectangular es 3V/2A en el eje

neutro. Así, el esfue¡zo de corte directo en el punto A es cero y en el punto E la máxima fue¡za de corte
porpulgadaes 

. 3.v./s = ,\4) = i,ryro, = 12oolbául

En el punto A la fuerza resultante por pulgada de soldadura, debida únicamente a la torsión, es

3080 lb,$ul, como se determinó en Ia parte (e).

La dimensión de Ia soldadura es crítica en el punto A (y en el punto B) y es

1,t) = J--@- = 3* = 0,321rr. utilizar una soldadura a. rt" o J'/permisible 9600

Componente vertical

9.

(g) Para cargas constantes la longitud de la soldadura es u) =

soldadura de f".

La fuerza
ferior, es

Una barra circular está soldada a una placa de acero.
nar la dimensión de la soldadura requerida.

Solución:
Momento de flexión : (2000)(8) : 16.000 lb-pul. Fuerza de corte :

2000 Ib. El módulo de la sección de la soldadura conside¡ada como una línea,

es (véase Ia figura 25-7(al\

Z, = [nd2 = [nqz¡2 : B,l4 pul 2

por pulgada de soldadura, en la parte superior y en la in-

fo = M/2, = 16.000/3, 14 = 5100 lb,/pul

Suponiendo que la fuerza de corte está uniformemente dist¡ibuida, el

esfuerzo de corte ve¡tical es

$ = V/L, = z|oo/nr = 318 lb,óul

Carga resultante, f = \6i00t+ 3i8t = 5110 lb,/pul

El diámetro de la barra, d, es 2 pul. Determi-

+19 = 0,53rr. Una soldadura de j" será satisfactoria.
9600

Dimensión de la soldadur 
^, - = ll'"u' =

' perm isible

1O. En la figura 25-15 se muestra una viga de alma llena, soldada. iQué dimen-
sión debe tener la soldadura de filete empleada para unir las pestañas con el

alma, si la sección considerada debe soportar una carga trasversal (fuerza de

corte) de 150.000 lb?

Solución:
La soldadura empleada en la unión del alma con la pestaña se considera como una

soldadura secundaria, por cuanto se requiere para mantener juntas las partes. La defor-

mación de la viga no se afecta significativamente, aun cuando se omita Ia soldadura.

La carga por pulgada de soldadura, en la unión del alma y Ia pestaña, es

f = vAy _ (150.000)(20)(21) 
= 15?5 lb6ul' In (20.020) (2)

donde Iz : fuerza de corte : 150.000 psi

A : átea de la sección oue está encima de la soldadura : 10(2) : 20 pul2

7+ttlI l*'tl

Lt I

I +0"|lll
t_ll>+
l5



Como la soldadura de f" tiene una gran resistencia, se puede
utilizar soldadura a intervaloé. Así mismo, la Lincoln Electric Co. re-
comienda que la dimensión de la soldadura, empleada para los cálcu-
los de diseño o para la determinación de la longitud, no debe exceder

f d"l ..p".o, del alma, o r.u $ttl : 0,g33"- Esta ¡ecomendación
se basa en que el esfuerzo de co¡te en la placa más delgada se limita
a 13.000 psi (según la AWS Bridge Code). Así, aunque se deba utilizar
una soldadura def", los cálculos se basan en una soldadura de 0,333".

SOLDADURA 3ll

I - distancia desde el área que está encima de la soldadura hasta el centro de gravedad (: 21 pul)
./ : momento de inercia de toda la sección alrededor del eje que pasa por el centro de gravedad de

la viga (: 20.020 pula)
n : núme¡o de soldaduras (: 2)

La dimensión de la soldadura es ¿¿,' : 1575/9600 : 0,164" (dimensión para soldadura continua).
Aunque sobre algunas soldaduras se produce muy poco o ningún esfuerzo, por razones prácticas es mejor

no poner soldaduras demasiado pequeñas en una placa gruesa. La siguiente tabla, dada por la American Welding
Society, se puede utilizar como guía. Así, la dimensión mínima calculada de la soldadura es 0,164", pa.a una
soldadura continua. Sin embargo, según la tabla, para una placa de 2" la mínima dimensión de la soldadura3,, ^, ,
es f". Obsérvese que la dimensión de la soidadura de filete no debe exceder el espesor de la placa más delgada.

Espesor de la
placa más

gruesa

Dirhensión
mínima de

la soldadura
hasta j"
desde j" hasta f;"
desde fi" hasta lf"
desde ld" hasta 2"
desde 2" hasta 6"
más de 6"

3/16pu
r/4pn

5/16 pu

3/8 pu

r/2 pu

5/8 pt¡

3000 lb
t

R= dimensión necesaria de la soldadura continua
dimensión empleada en la soldadura a intervalos =ffi=n*"

Utilizando un valor rl de 509á en la tabla de porcentajes de soldadura continua, Ias longitudes del interva-
lo de soldadura y del espacio pueden ser: 2-4, 3-6 ó 4-8.

Entonces, Ia recomendación final es utilizar una soldadura de $" (dimensión), con intervalos de 2 pul de
longitud y distancia entre centros de 4 pulgadas.

11. Se debe soldar una viga rectangular a una placa. La máxima carga de 3000 lb se aplica repetida-
mente. Determinar la dimensión de la soldadura necesaria para resistir 10.000.000 de ciclos. Su-
poner que la carga de corte está distribuida uniformemente sobre toda la soldadura. Referirse a la
fisura 25-16.

Solución:
Considerar las soldaduras horizontales. donde el esfuerzo de flexión es

máximo (las soldaduras superior e inferior están igualmente esforzadas).
El momento de flexión varía desde un máximo de 9000(6) : 18.000

lb-pul, en un sentido, hasta un máximo de 3000(6) : 18.000 lb-pul en el
sentido opuesto. La fuerza de corte varía desde 3000 lb hacia arriba hasta
3000 lb hacia abaio.

El módulo de la sección de la soldadura es
32/3 = 9 ru1z

La carga (en lb/pul) debida a la flexión es
2000 lb,zpul

f'uerza de corte media = V 
=

Lu'

Fuerza máxima/ptl = \/rflo'¡ife = 2020 lb/pul
La fuerza máxima varía desde 2020 lb/pul en un sentido, hasta 2020

lb/pul en el sentido opuesto. Esto es así, tanto para la soldadura superior,
como para la inferior.

La fuerza permisible por pulgada, para resistir 2.000.000 de ciclos, es

.fz.ooo.ooo-5090-5090r- iK 1- i(-1) 
= 3390 lb'zPul

donde K
esfue¡zo mínimo
esluerzo maxlmo -1 , puesto que la carga se invierte completamente.

3 000
2+3+2+3

6 --+l

Ftc.25-16

I
3000 lb

FIexión

ñ-4;

Zr= bd+d2/B = (2X3)+

f : M/Zu: 18.000/9 :

= 300 lb,/pul

Corte áa, Corte.
= 300 lb pul '/ = 300 lb pu %

La f,¡erza permisible por pulgada de soldadura, para 10.000.000 de ciclos, es

.fio.ooo.ooo = (3390) ( 2.Q!!.QOO .,o.rc = 2?50 lbzóut- " r0.000.000 '
La dimensión de Ia soldadura es ¿¿ : 2020/2750: 0,j34". Utilizar u : f "
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12. Determinar Ia capacidad de carga de la soldadura de

tapón que se muestra en Ia figura 25-17. Utllizar una ca-

pacidad de esfuerzo cortante permisible de 13.600 psi.

La carga es constante.

Solución:
Area de corte = inD2 = int1"l" = 0,441 pu12

Fuerza permisible F = (13.600)(0,441) = 6000 pul

D=i"

PROBLEMAS PROPUESTOS

13. una barra de sección t,' x l" está soldada a un cilindro de 4 pul de diámr:t¡o. De-

terminar la dimensión de una soldadura de filete a 45". Suponer que el esfuerzo

de corte trasversal está distribuido uniformemente en la soldaduta. Utilizar una

carga permisible de 9600 lb por pulgada de soldadura.

Resp. Para un momento de llexión de 1800 lb-pul, el módulo de la sección de la
soldadura es Zr= bd +d2/3 = L<\:f/z--p,83 pul2 v la carga resultan-

te por pulgada de soldaduru ". V2160'+ 502 = 2160 Ib y la dimensión de

la soldadura es 2160/9600 : 0,225"; utilizar d". Como la carga es esencial-

mente trasversal a la soldadura, se puede emplear una soldadura pequeña,

con base en una carga petmisible de 11.300 lb por pulgada de soldadura. Sin

embargo, es satisfactoria una dimensión u : f "
14. Determinar la dimensión de la soldadura de filete que se debe emplear para unir las placas planas que se mues-

tran en la figura 25-19.

Resp. u': 0,368"; utilizar ¿¿ - +" para una carga permisibr" O" rUO6 lb,/nul

En la figura 25-20 se muestra una canal soldada a un soporte. Para una carga constante de 5000 lb, determinar
la dimensión de Ia soldadura requerida. Suponer que la carga vertical se distribuye uniformemente sobre la

soldadura.

Resp. Zu: 18 pul2, 2780Lb/pul debidas a la flexión;500 lb-pul debidas al esfuerzo cortante, resultante:
2830 lb,zpul y ¿r, : 0,294" para una carga permisible de 9600 lb por pulgada de soldadura; utilizar

*-t6
Una canal está soldada a un soporte, como se muestra en la figura 25-21. La carga se aplica de una forma tal
que varía desde cero hasta un máximo de 5000 lb. Suponer que la carga vertical se distribuye uniformemente

sobre la soldadura. Determinar: (¿) La carga resultante máxima sobre la soldadura, (ó) la carga mínima sobre

la soldadura, (c) la carga permisible por pulgada de soldadura, para 2.000.000 de ciclos, y (d) la dimensión de

la soldadura.

/iesp. (o) 2830 lb por pulgada (igual que en el problema 15). (b) Cero. (c) Para--K: 0, la carga perrnisible

por pulgada de soldadura es 5090 lblpul. (d) a : 0,556"; utilizar ,,'-*"

Se ha calculado que la dinensión de una soldadura debe ser 0,180". Si se utiliza una soldadura de filete def,",
a intervalos, determinar el espaciamiento.

f?esp. Utilizar una soldadura de f" co" intervalos de 3 pul de longitud y espaciamientos de 6 pul

En una placa de 1 pul de espesor se utiliza una soldadura de tapón de tj" de diámetro. ¿Cuál es la carga de di-

seño para un esfuerzo de corte permisible de 13.600 psi?

,Reso 24.000 lb

15.

16.

17.

Fis,. 25-17

Fig. 25-18

18.



Capítulo 26

Volantes

VOLANTES. Los volantes y los reguladores son dispositivos empleados para controlar la variación de
velocidad de una máquina; la diferencia entre unos y otros es que los volantes distribu-

yen la energía dentro de un ciclo para controlar la velocidad, mientras que los reguladores controlan la
cantidad de combustible que llega a una máquina, para igualar los requerimientos de carga y man-
tener una velocidad específica. Si imaginamos que un regulador funciona en una posición fija, enton-
ces la función del volante es limitar la variación de velocidad.

Si los requerimientos exteriores de carga son constantes y la potencia de entrada también es cons-
tante, no se necesita volante. Si la potencia de entrada es variable y los requerimientos exteriores de
carga son constantes, se puede utilizar un volante para aumentar la uniformidad del funcionamiento;
de igual forma, si la potencia de entrada es constante y los requerimientos exteriores de carga son va-
riables, se puede utilizar un volante para aumentar la uniformidad del funcionamiento.

Como ejemplos de máquinas en que se emplean eficazmente los volantes, están las prensas pun-
zonadoras y los motores de combustión interna. En las prensas punzonadoras la energía de entrada
puede considerarse como constante y la potencia de salida variable; en los motores de combustión in-
terna la energía de entrada es variable y la carga de salida puede ser constante o variable.

VOLANTE DE LLANTA. El peso de la llanta de un volante de llanta puede determinarse por una
de las siguientes formas equivatrentes:

v/_kt _ 2KsE _ 2KsE
' v2 6 v? - vZ r2@? - @?,)

dond.e W, :
K:
&:
E

peso de Ia llanta (únicamente), en Ib
número empírico para tener en cuenta los efectos del cubo, los rayos, el eje, etc., que se
puede tomar igual a 0,9, a menos que se haga otra especificación.
32,2 p,tseg2
energía que debe entregar el volante o que se debe almacenar en é1. También se puede
considerar como la máxima desviación de Ia energía, a partir de Ios requerimientos me-
dios de energía, en lb-p
velocidad máxima de un punto situado en el radio medio de la llanta, r, en p/seg
velocidad mínima de un punto situado en el radio medio de Ia llanta, r, en p/seg
L("+V): velocidad media de un punto situado en el ¡adio medio de la llanta, en
p/seg
coeficiente de fluctuación de la velocidad : (Vt-Vr)/V = (at- a)/a
velocidad angular máxima del volante, en rad,/seg
velocidad angular mínima del volante, en rad/seg
velocidad angular media del volante : L@"+ @2) , rad/seg

VOLANTE DE DISCO SOLIDO

v_r1-
vz:v:

t
(Dt :
@z:
0):

w=ry= =ntE= = 4sE
uí a vio- v|o ri{al - a})

313
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donde f : peso del volante, en lb

I : 32,2 p/seg2
E : energra que se debe suministrar al volante, en lb-p

Vn : velocidad media de un punto situado en el radio exterior del volante

ó : coeficiente de fluctuación de velocidad = (V%-V"o)/V* = (a'.-- <¡)/a

I/r^: velocidad punto situado en el radio exterior del volante, en p/seg

2.": velocidad punto situado en el radio exterior del volante, en p,/seg

i1: radio exte
ari - velocidad a del volante, en rad,/seg

a-r2: velocidad angular mínima del volante, en rad,/seg

6¡ : velocidad angular media del volante, en rad,/seg

PROBLEMAS RESUELTOS

1, Deducir la ecuación del peso que debe tener Ia llanta de un volante de llanta: ,, = H' v-6
Solución:

La energía cinética E entregada por un volante, en lb-p, es

E = ito<^l- a"rl = #É.?-,2af,)
donde Io : momento de inercia del volante y del eje sobre el cual se monta el volante, en lb-p-seg2

@r, @2 : velocidades angulares máxima y mínima del volante, respectivamente, en rad,/seg

. : 
::i:"1.J:,J::,';;rat 

r se toma específicamente como el radio medio de la llanta, la ecuación

E : #(ú- vZ) = #rrr+ v2)(vL- v2) = *urrv)(6v) = 2"u
donde VL, V2 : velocidades máxima y mínima, respectivamente, de un punto situado en el radio medio de

la llanta
7 : velocidad media de un punto situado en el radio medio = i(Vr+ V2)

D : coeficiente de fluctuación de velocidad = lVr- Vr)/V.

Considerar que el momento de inercia del volante se compone de dos partes:

ro =ry-+ (,)

donde

Si el espesor de la llanta es pequeño comparado con el ¡adio medio, ft7 es casi igual al radio medio r:A - r.

Dividiendo la ecuación (l ) por 12 y haciendo k7 : ,', obtenemos

que remplazando en E = llo¡rz1V26

16 wr . v"e3
12 g gr'

da

E = + *L$tr,a ^ wr_ E w"Íso i=70-;;-

HaciendoK=r W
w = +<r-%4 *', = ry:"r 

V26" gr2 E' V26

El valor de K est¡í generalmente alrededo¡ de 0,90 y a menos que se especifique otra cosa, se puede tomar

este valo¡. En otras palabras, el efecto del cubo, los rayos y el eje debe aportar aproximadamente el 10?á del mo-

mento de inercia requerido.

En general, el peso total del volante puede tomarse alrededor de 7,I5W¡ en un análisis preliminar, antes de

que se establezcan las dimensiones finales'
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La energía cinética B entregada por el volante, en lb-p, es

E = Lt <al_ arrl
donde I : momento de inercia del volante, en lb-p-seg2

c,lr : velocidad angular máxima del volante, en rad/seg
@z : velocidad angular mínima del volante, en rad/seg

El momento de inercia de un volante hecho de una placa plana de peso Wy radio exterior r^ es
¡.lntonces

315

2. Unvolantedellantadehierrofundidotieneunradiomediod,e24",unespesorde6"yunanchode8".
Comparar el momento de inercia exacto con el valor aproximado 1ryr2/g, en que r es el radio me-
dio. El hierro fundido pesa 0,2b5 lblpu13.

Solución:
(a) Considerando la diferencia de los momentos de inercia de dos cilindros, el momento de inercia exacto de Ia

llanta es

I = +.Ys;-IL,? - r(4670(2'2ü2\-!/?9?"rryR'2'
¿ t o 2 B 1' z\T)-;\T) = %3 rb-P-seg2

donde [7o : peso del cilindro de radio ,o = nrjbp = 1r(27)2$)(0,255) = 46?0 lb
W¿ peso del cilindro de radio ,¿ = nrfbp = 7r(2\2$)(0,255) = 2825 lb

6 radio externo : 27" : 2,25', r¿ : radio interior : 21,' : 1,78,
ó : ancho de la llanta : 8',
p : peso específico : 0,255 lbr$ul3

(b) Considerando la llanta como un anillo delgado, el momento de inercia aproximado es

' w' = 1845(2\, = 22glb-p-seg-1ap.ox = Er' - B2J\¿)' 
: .¿rtl

Porcentaje de error - 233-?29 (100) = l,77o
233

3. Deducir la ecuación del peso que debe tener una placa circular empleada como volante:
trl - asE
" _ 

r3{.r,_.:).

r = i1w/strf

4. El volante de una prensa punzonadora debe suministrar una energía de 2000 lb-p durante el d de
revolución en que se está efectuando el punzonado. La velocidad máxima del volante es 200 rpm y
disminuye un 109ó durante el tiempo de corte. El radio medio de la llanta es 36 pul. (o) Calcular el
peso aproximado de Ia llanta del volante, suponiendo que ésta aporta el 90(r de la energía requeri-
da (K : 0,90). (b) Determinar el peso total aproximado del volante, suponiendo que el peso de éste
es 1,15 veces el de la llanta. (c) ¿Cuál es el coeficiente de fluctuación de velocidad?
Solución:

Peso total aproximado : 1,f5(155) : 128 lb.

Coeficiente de fluctuación de velocidad I - at - az -a

2(0,90) (32,2)(2000)

(36/ n)2 lQlr x 2oo/ 6q2 - (m xt80l60)21

200- 180 = U. IUC.
1, 90

= 155 lb

5. Un motor de dos cilindros que tiene las manivelas en ángulo recto desarrolla 100 HP a una veloci-
dad media de 400 rpm. El coeficiente de fluctuación de velocidad no debe ser mayor que 0,08 y el
diámetro medio del volante es 4 pies. En un análisis dinámico de las fuerzas reales en el motor se
encontró que la máxima variación de energía por revolución es el 20(,i d,e la energía media. Si los
brazos y el cubo contribuyen en un 5.,á al efecto del volante (K: 0,95), determinar las dimensiones
necesarias de la sección cuadrada de una llanta de hierro fundido que pesa 0,250 lb/pul3.
Solución: fi r

Energía que sale por ciclo. MrT = I 
toro^t^u3 

So' ru I fz. *al = 8230 rb-p" L 400x12 lL )
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0,20(8230) : 1650 lb-p

83,8 p/seg

!4 = TD^tbp
v"6

0,95 (32,2)(1650)
= n98)tb(O,250\

(83,8)2(0,03 )

donde D2 : diámetro medio, en pul; ú : espesor de la llanta, en pul; b : ancho de la llanta, en pul; p :
pesoespecífico, en lb/pulS; resolviendo hallamos t: b:2,47";utilizar 2i".

PROBLEMAS PROPUESTOS

Una máquina de gas desarrolla una potencia indicada de 80 HP a una velocidad media de 1800 rpm. La varia-
ción máxima de energía por revolución es el 27(i de la energía media y el coeficiente permisible de fluctuación
de velocidad es 0,02. Suponer que la llanta proporciona el 95li del efecto del volante (K: 0,95). La velocidad
media de la llanta del volante está limitada a 8460 p/min. Determinar el diámetro medio y el peso de la llan-
ta. Resp. 18 pul; 30,7 lb

Una máquina de gas desarrolla una potencia indicada de 80 HP a una velocidad media de 1800 rpm. Si la va-
riación máxima de energía por revolución es el 27'i de la energía media y el coeficiente permisible de fluctua-
ción de velocidad es 0,02, determinar el peso que debe tener el volante. Suponer que todo el efecto del volante
viene de é1. El volante debe ser una placa circular de 18" de diámetro exterior, montada sob¡e el eje.

Resp. Peso de la placa : 64,6 lb

El eje motor de una t¡ituradora gira a una velocidad máxima de 60 rpm y requiere una potencia de ent¡ada
media de 10 HP. Si la variación máxima de energía por ciclo es igual a la energía media del ciclo y si la veloci-
dad no disminuye más de un 10,út du¡ante la operación de trituración, determinar el peso requerido de una
llanta que tenga un diámetro medio de 80 pul. La operación de t¡ituración ocurre en cada revolución del eje

motor. Suponer K : 0,95. Resp. 4040 lb

Un volante de acero fundido que gira a una velocidad máxima de 40 rpm, debe suminist¡ar una energía de
75.ffi0 lb-pul a una punzonadora durante f, de revolución, con una reducción de velocidad de 109á. La veloci-
dad máxima en el radio medio de la llanta no debe exceder 3000 p,/min. ¿Qué área debe tener la sección de la
llanta, si el 95|i del efecto del volante lo debe producir ésta? El hierro fundido pesa 0,255 lb,$u13.
/iesp 41,8 pul2

1O. Un motor de acción simple de dos cilindros desarrolla 250 HP a una velocidad media de 100 rpm. La variación
máxima de energía por revolución es de un 109. de la energía media y la variación de velocidad está limitada
atn2')" de Ia velocidad media. El diámet¡o medio de la llanta es 8 pies. Suponiendo que el cubo, Ios rayos y el
eje aportan un 59á del efecto del volante (K: 0,95) y que el hierro fundido pesa 0,255 lb,/pul3, determinar,
(o) el coeficiente de fluctuación de velocidad, (b) el peso de la llanta, (c) el área de la sección de la llanta.
Resp. O,04, 3600 lb, 46,8 pul2

ESFUERZOS EN LOS VOLANTES. Losesfuerzosproducidos
en la llanta de un volan-

te se pueden aproximar a los esfuerzos producidos en un anillo que
gira libremente. El efecto de los rayos se desprecia y únicamente se

considera el esfuerzo debido a la carga de inercia.
(a) Considérese medio anillo aislado, como se muestta en la figura

26-1. La masa diferencial dM es

)M _ r@e)tbp-s.
radio medio, en pul
ángulo diferencial subtendido por
rencial, en rad
espesor de la llanta, en pul; b :
llanta, en pul
peso específico, en lb,zpul3 ; g :

Variación máxima de la energía por ciclo, E :
Velocidad media, Z = ra = 2l2n14gg76\1 =

Peso de la llanta, W, =

6.

8.

9.

donde r :
de:
,-

ñ-r-

la masa dife-

ancho de la

386 pul/segz

masa dife¡encial

¿il =t¿0:!2
s

Carga diferencial de inercia f : (masa) (aceleración)

¡r1dfitbpt. ..
\ , ){ra'), donde ar : velocidad angular en radlseg.

(ó)

Flg.26-l
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(c) La componente vertical de Ia carga diferencial de inercia es frtd|¡tbp I
sérvese que las componentes horizontales se equilibran . 

dlv (rar2! sen á' ob-

(e)

La componente vertical de la carga de inercia se equilibra con las fuerzas de tensión en las secciones
cortadas:

^T2F = ['" 'd9lttp 12 tbpa2 l- ^^^ o]' r2tbpa2
Jo I ta')seno = K L-cosojo = I (2)

Suponiendo qrr" .l J.f,r"rzo de tensión s1 (psi) está uniformemente distribuido a través de toda la
seccron.

pesa 0,255 lb,zpul3 .

Solución: ^..2pusi= - 'D

2F = 2(s¡tb) : Ú!É rn

4ooo=w u : 2460 pul,/seg : 2O5 p/seg

llanta.

¡f ^ - r2P@2 - Pr'..st_g_C
donde u : r ol es la velocidad (pul/seg) en el radio medio.

PROBLEMA RESUELTO
11. Determinar la velocidad máxima permisible u de la llanta de un volante de hierro fundido, si el

esfuerzo máximo de tensión permisible, s¿, para el hierro fundido es 4000 psi. El hierro fundido

Obsérvese que se ha despreciado la flexión en la

PROBLEMAS PROPUESTOS

12. Determinar la velocidad máxima permisible de la llanta de un volante de ace¡o, si el acero pesa 0.283 lb,/pul3
y el esfuerzo permisible es 20.000 psi. Resp. 435 p/seg

13. Considerando que la llanta de un volante de hierro fundido se comporta como un anillo delgado que gira libre-
mente, determinar el esfuerzo máximo de tensión debido a la ¡otación. La llanta tiene un ancho de 6 pul, un
espesor de 4 pul y un diámetro medio de 30 pul. El volante gira a 2000 rpm y el hierro fundido pesa 450 lbr$3.
Resp. 6660 psi

El cálculo del ESFUERZO MAXIMO DE TENSION producido en la llanta de un volante es un
poco más complicado, cuando se considera la flexión y el esfuerzo normal debido a la inercia. Timoshen-
ko dedujo sobre bases racionales una ecuación que tiene en cuenta la fuerza axial en los rayos, Ia fle-
xión y el esfuerzo normal; la cual obtuvo considerando la llanta como un anillo delgado, despreciando

la curvatura de Ia llanta y utilizando el signo que dé el mayor valor de 4 t * ,
NI

donde

s' = #t' x*'a(i
esfuerzo de tensión, err psr
peso de la llanta por pulgada de longitud : b¿,
velocidad en el radio medio, en pul/seg
ancho de la llanta, en pul
espesor de la llanta, en pul
386 pullseg2
ángulo subtendido desde la línea media entre los ravos hasta la
sección donde se encuentra el esfuerzo
ángulo entre dos rayos
radio medio de Ia llanta. en oul
constante que depende del área de la sección trasversal de la llanta, del área de la sec-
ción trasversal de un rayo, de las proporciones de Ia llanta y del ángulo entre rayos. C está
dada por

C = !2Í f---l- ( n.2d. * A\ - -Ll * --l- (sen2d" * Q\ * 4" t2 12."n'rr\ 4 2)-zal '2sen2c\ 4 -r) -ü
área de Ia sección trasversal de Ia llanta : á,
¿írea de Ia sección trasversal de un ravo

L

'1 -

A-

D_

ó:
,il-

C:

donde A :
Á

"L 
-

Fie.26-2
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L4. (a) Determinar el esfuerzo máximo de fracción en la llanta de un volante de acero que gira a

600 rpm (20n nd/seg). El radio medio de la llanta es 60" (r : 60"). La llanta tiene 8" de espe-

sor (t : 8") y 12" de ancho (b : 12"). El área de la sección trasversal de la llanta es A: bt :
96 pul2. La llanta tiene 6 rayos, los cuales tienen una sección trasversal constante cuya área es

Ar : 16 pu12. (Encontrar el máximo esfuerzo de tracción en Ia llanta, en dos secciones, { :
30" y ó: 0".)

(b) Comparar el esfuerzo determinado con el de un anillo que gira libremente.
(c) Calcular el esfuerzo axial en cada ravo.

Solución:

(a) para6 rayos. c = ef(0,0016e) + o.eb? - L = 
"Y(0,00r6e) 

+ o,eb? - # = 8,r0.

3I8 VOLANTES

Los valores numéricos de C para diferentes números de rayos (para simplificar la aritmética) son

4 rayos (2d= 90o): C = #<o,oouo8) + 0,643 + +tz A7

6 rayos (!d= 600): C = ffro,ootus¡ * o,ssz * f;
8 rayos (2c=45o): C = ffro,oooral * r,zln * f;

La fuerza axial er r F 2qu'
r cada rayo es f' = 

'C 
tO.

En la sección de la llanta donde está localizado el rayo, d : 30". El esfuerzo en esta sección es

ou2 r, _ cos d + 2, lL _ cos d11
"¿ = btr t - 3c *r d= c, \d send /J

27,2(317U2f1 cos30o + 2(60) ll _ cos3oo\l
12 (8X386) L' - 3 (sJo) *r 30" = e, l0 (sl \rr/6- *" 30" /l

: 10.400[1 - 0,0714 * 1,85(1,91 - r,74)]
: 12.900 psi (utilizando el signo + para obtener el máximo)

donde g : btp : 12(8)(0,283) : 27,21b/p:ul, u : rú) :3?70 pul,/seg, 2d, : 60" para 6 rayos.

En una sección de la llanta tomada en el punto medio entre dos rayos, ó: 0". El esfuerzo en esta
sección es

21,2(s17q2 f., _ _____l__ + 2(60) (J_ _ _r_\-lst : 
1r(8X386) L'- 3(BJ0).;.30ó = eJorel\r/B- *'3F/J
10.400[1 - 0,0824 + 1,85(1,91- 2)]

11.300 psi (utilizando el signo - para obtener el máximo)

El esfuerzo máximo de tracción en la llanta ocu¡re en la sección donde se localiza el rayo y es igrral a

ribremente =+ = 0'?gl#!r' = 10.400psi.

Tomando en cuenta la flexión, el esfuerzo máximo es 12.000 psi, que aumenta en -?ffi|a*
(100) : 24% el valor obtenido en el caso simple de un anillo que gira libremente, para los datos particula-

(") iT r1""1ll'".,,t en cada ravo es F = ?+ = 'zI'zHg# = 82.b00 rb.' 3sL 3 (386)(8.10)

12.900 psi.

(b) Esfuerzo en un anillo que gira

El esfuerzo en cada rayo es F/At : 82.500/16 : 5160 psi.

PROBLEMAS PROPUESTOS

15. Con los mismos datos del problema 14, excepto que se utiliza hierro fundido en vez de acero, determina¡ el esfuer

zo máximo en la llanta. El hierro fundido pesa 0,255 lb,/pul3. ftesp. 11.700 psi
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16. La llanta de un volante de hie¡ro fundido tiene 4" de espesor, 8" de anchura y 36" de radio medio. El esfuerzo máxi-
mo de tracción en la llanta está limitado a 8000 psi. El área de la sección trasversal de cada uno de los cuatro ra-
yos de la llanta es 10pul2. El hierro fundido pesa 0,255 lblpul3.
(o) Determinar la velocidad máxima que puede tener la llanta, sin que se exceda el esfuerzo permisible, en los

siguientes casos:

(1) Considerando Ia llanta como un anillo que gira libremente.
(2) Analizando Ia sección de la llanta donde se localiza el rayo ({ -- 45).
(3) Analizando la sección de la llanta situada en el punto medio, entre dos rayos (é : 0").

(ó) Determinar el esfuerzo máximo en un rayo, con base en la máxima velocidad determinada.

.Resp. (o) 3480 pulTseg, 2870 pul/seg,3150 pulTseg. La máxima velocidad que se puede alcanzar sin exceder
los 8000 psi es 2870 pul,/seg, restringida por la sección más cargada, que es la sección donde se localiza
el rayo.

(b) 1190 psi (para u : 2870 pullseg)

LOS ESFUERZOS APROXIMADOS EN LLANTAS DE VOLANTES de construcción ordi-
naria están dados por la ecuación de Lanza:

^ ñ rÉ,)

donde s : esfuerzo de tracció.r, .n "o.i v'(o'ozs + Y#)

d : diámetro medio de la llanta, en pul
t : espesor de la llanta, en pul
Z : velocidad en el radio medio, p/seg
n : número de rayos

donde se tienen en cuenta los efectos de carga de inercia y flexión por medio de los dos términos. Apro-
ximadamente 3/4 del esfuerzo se deben al esfuerzo de tracción producido en la llanta por la carga de
inercia y el otro 1/4 se debe a la flexión en la llanta, considerando ésta como una viga fija en Ios extre-
mos (en los rayos) y cargada entre los rayos con la carga de inercia.

PROBLEMAS RESUELTOS

17. Suponiendo que el esfuerzo máximo producido en la llanta de un volante se puede aproximar en la
forma sugerida por Lanza calculando 3/4 del esfuerzo considerando la llanta como un anillo que
gira libremente y l/4 del esfuerzo considerando la llanta como una viga recta fija en ambos ex-
tremos de longitud igual al arco comprendido entre brazos y cargada uniformemente con las fuer-
zas de inercia, deducir la ecuación del esfuerzo máximo s. Tomar el peso específico como 0,270
lb,zpul3.

Solución:
(o) EI esfuerzo s1 (psi) producido en un anillo que gira libremente es

9u2 0.270 (t2v\2
"r=t = oJov2

donde u : velocidad en pul/seg, V : velocidad en p/seg, g : 386 p,al/seg2.

(ó) En seguida se halla el esfuerzo de flexión s2, considerando la llanta como una viga recta con ambos extre-
mos fijos y siendo su longitud igual al arco comprendido entre rayos.

-Mc6M
", = i = f,r" V^ru una viga de sección rectangular

El momento de flexión M producido en los extremos de una viga rígidamente apoyada en ambos ex-
tremos y uniformemente cargada, es

M=ir'=+Wéa^"14 o,ooo281 dsbt@2
n2

donde 17: carga de inercia : (masa)(aceleración) - 
Qrd\-bt)p (tdú)2), lb

d : diámet¡o medio de la llanta, en pul ; ó : ancho, en pul; ü : espesor, en pul
¿-¡ : velocidad angular, en rad/seg . ¿ : número de rayos ; L : d/n, en pul
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Remplazando el valor de M en la ecuación de s2 se obtiene

sr= 9M= -o'ool12-d3¿o2 -o,ggo-dv2- ot' tn2 tn2

donde d¿.¡ :24V, puesto que u : l2V : ida.

(c) Entonces s = 0,?5sr +0,26s2 = 0,?5(0,101/2) * O,ZS<LggYtl

= v2(o,ols * ff1, la ecuación de Lanza

Discos con agujero:

Esfuerzo radial en un radio cualquiera r:

sr = #e.1, )[,. ('T - (;f - (g ]
Esfuerzo tangencial en un radio cualquiera r:

sú = #ejfll'.(;f - (!-a,.Jd. (9]
El máximo esfuerzo radial ocurre €rr r : 1rr¿ V es

"r^"" = +("#)(' ¿f
El máximo esfuerzo tangencial ocurre en r : r¿ y es

"ú,". = #(#-)t,. H(;rl

18. Utilizar la ecuación de Lanza para determinar el esfuerzo máximo de tracción producido en la llan-
ta de un volante de hierro fundido que gira a 600 rpm. La llanta tiene un radio medio de 60", un es-
pesor de 8" y un ancho de 12". Se utilizan 6 rayos. Obsé¡vese que los datos son iguales a los del pro-
blema 15.

Solución:
v = ra = lP o) l2ttg0) radlseg) = g14 p,/ses(alta para hierro fundido)\12-l\ 60 "t

ct 0,25d\ .ls = V'10,01\-,-.b*#) = r¡r¿)2(0,0?5--1i,39) = r?.600psi

Comparando el resultado anterior aproximado con el esfuerzo de 11.700 psi, hallado utilizando la ecuación
deducida racionalmente en la sección precedente, en el problema 15, se observa que la ecuación aproximada
da un valor del esfuerzo muy grande, que corresponde a un diseño conservado¡.

Obsérvese también que, con el procedimiento empleado, el esfuerzo máximo puede reducirse conside¡a-
blemente aumentando el número de ravos.

LOS ESFUERZOS PRODUCIDOS EN DISCOS ROTATORIOS DE ANCHURA UNIFORME,
tales como placas sólidas empleadas como volantes, están dados por Ias siguientes ecuaciones:

Ftc.26-3

donde sr..* :
s1Lmx

P_

8:
t._
U:

L

f-'o-
f-

esfuerzo radial máximo, en psi
esfuerzo tangencial máximo, en psi
peso específico, en lb/pul3
386 pul,/seg2
razón d.e Poisson (0,30 para el acero y 0,27 para el hierro fundido)
ror,.r, velocidad periférica, en pul,/seg
radio interior de la placa, en pul
radio exterior de la placa, en pul
radio variable, e4 pul
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Discos sólidos:

19. Determinar el esfuerzo radial máximo y el esfuerzo tangencial máximo producidos en una placa
de acero (razón de Poisson, lt : 0,3) que gira a 3000 rpm. El radio del agujero de la placa es r¿
4" y el radio exterior de la placa es ro : 12". ¿Dónde ocurre el máximo esfuerzo? El acero pesa
0,280 lblpuls.

Solución:
(¿) Para u : roa : l2(2n x

sr^'* = #(+)('

321

Las ecuaciones generales de los esfuerzos radial y tangencial producidos en discos rotatorios
sólidos son un poco diferentes de los de los discos con aguJero.

Esfuerzo radial en un radio cualquiera r:
pO2 t't+Q\r ,-'2tsr = ?(-r,)Lt_(ilJ

Esfuerzo tangencial en un radio cualquiera r:

_ pu2lÉ¿+3\f, 3¡-r.+l¡r12-s, = ?(?/L'-ff(-rJ
EI esfuerzo radial máximo y el esfuerzo tangencial máximo son iguales y tienen lugar en r : 0:

Pu2 | P+3\sr^"* = s¿^r* = g \ g i

PROBLEMAS RESUELTOS

3000//60) : 3770 pul/seg, el máximo esfuerzo radial es

$ _ o,2Bo_(3J?or(#X, _#f = lseopsi

Este esfuerzo se localiza en r = \/rlb =t/-c(tz¡ = 6,93 pul

El máximo esfuerzo tangencial es

s,^.* = +ff)t.#,eÍl
_ 0,280(3??0)2 ¡/0,3 

+3\ fr * l:_0,1 I ¿ rr-t
386 \ 4 tL o.r*i(tr)l = 8?ooPsi

Este esfuerzo ocurre en r : ri.: 4 p!1.

2O. Un rotor sólido de acero de 3 pies de longitud y 12 pulgadas de diámetro gira a 3000 rpm. ¿Cuál es

el máximo esfuerzo radial y el máximo esfuerzo tangencial y dónde ocurren? El acero pesa 0,280
Ib,/pul3 y y la razón de Poisson es ¡-r :0,3.
Solución:

Aquí u 6(nrx300l/60) : 1884 ptl/seg.

- pu' fi-L+B\ _ 0,280 (lBB4)2 /0,3 + 31s"'.* = "¿."* = c ('8 / = 386 (-t / = 1060psi

Los esfuerzos máximos ocurren en el centro del rotor.

PROBLEMA RESUELTO

21. Una pieza de acero forjado tiene un diámetro de 24" y gira a 600 rpm. El centro de la pieza es defectuoso y se pro-
pone hacer a la pieza un agujero central de 8" de diámetro. Determinar los esfuerzos máximos producidos en la
pieza sólida y en la pieza hueca. El acero pesa 0,280 lb,upul3. La relación de Poisson es 0,3.

Resp. Pieza sólida: s"r.* = 17.000psi, s¿.u* = 17.000Dsi
Pieza hueca: sr..* = ?560 psi, sr.r* = 34.900 psi
Obsérvese que Ia pieza hueca tiene un esfuerzo tangencial más alto.



Capítulo 27

P royectos

Con el fin de practicar los prir.rcipios de los anteriores capítulos en situaciones más comprensivas,
se sugieren Ios siguientes proyectos que incluyen, en diferentes grados, combinaciones de análisis, sín-
tesis, ingeniosidad, dimensionamiento de las partes, empleo de códigos, dibujos y esquemas, selección
de materiales, consideraciones de seguridad, factores de economía, duración probable y otras ideas
relacionadas.

1. Diseño de una prensa de tornillo manual - una tonelada de capacidad

Se debe diseñar una prensa de tornillo manual para
uso general, de una tonelada de capacidad. Las especifi-
caciones preliminares se han establecido como se indica
en la figura 27-1. Mientras que un diseño completo re-
queriría dibujos detallados, este proyecto incluirá única-
mente el análisis de las diferentes partes, junto con un
dibujo, del conjunto hecho en un papel de 18" X 24,,.
Además de los cálculos se necesita un esquema a escala
de cada parte, para hacer el análisis. Con los esquemas
se debe dar una información suficiente que permita al
dibujante hacer los dibujos detallados.

El dibujo debe mostrar dos vistas: Una, como Ia
que se muestra en la figura y la otra, de lado.

Materiales sugeridos
1. Bastidor - hierro fundido

2. Placa de presión - hierro fundido
3. Tornillo - acero SAE 1025

4. Buje - bronce Mn.
5. Pernos - acero

Las siguientes preguntas indican algunos de los factores que se deben considerar en el diseño.

A. Diseño del tornillo

(l ) ¿Qué tipo de rosca se debe utilizar? ¿Rosca Acme? ¿Rosca cuadrada? ¿Rosca American Standard o Unified
National, ordinaria o fina?

(2) ¿Este tornillo se puede considerar como un elemento corto sometido a presión? ¿Como una columna?
(3) Si se considera como una columna, ¿cuál es la longitud no apoyada? ¿Cuál es el extremo que permanece

fijo?
(4) ¿Hay carga axial? ¿Carga de flexión? ¿Carga de to¡sión? ¿Carga excéntrica? ¿Alguna otra carga?

(5) ¿El tipo de carga es el mismo en ambos lados de la tuerca?
(6) ¿Qué combinación de cargas producirán el máximo esfuerzo y en qué punto (o puntos) ocu¡rirá?

(7) ¿Cuál debe ser la eficiencia del tornillo? ¿Es conveniente sobrecargarlo?
(8) ¿Qué medidas (si hay que tomar alguna) se deben tomar para Ia lubricación?
(9) ¿Qué factor de seguridad se requiere? ¿Sobre qué propiedades fisicas del material se debe basar este factor?

¿Sobre la resistencia al fallar? ¿Sobre el límite de fatiga? ¿Sobre el límite de fluencia? ¿Cuál es el peligro
de Ia sobrecarga? ¿IJ.ay peligro para Ia prensa o para el operario? ¿El diseño se debe basa¡ en Ia rígidez o

Buje de Bronce

Placa de presión
autoalineante
de 14" de lado

Fis. 27-1
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en la resistencia? ¿Se diseña para carga variable o constante? ¿Se considera que hay choque o concentración
de esfuerzos?

(10) ¿Cuál es el límite probable del coeficiente de rozamiento para el tornillo y la tuerca? ¿Para el collar? ¿Qué
efecto tiene el coeficiente de rozamiento sob¡e la carga? ¿EI diseño es seguro si se utiliza el máximo coefi-
ciente de rozamiento posible? ¿Qué efecto produce la elección de los materiales sobre los valores de los coe-

ficientes que se deben emplear? ¿Qué empuje se debe trasmitir del tornillo a la placa de presión? ¿Qué
efecto tiene esto sobre el momento requerido?

(11) ¿Qué dimensión debe tener el volante?

B. Diseño'del buje

(1 ) ¿Qué longitud debe tener la tuerca? ¿Qué efecto se logra sobre la distribución de carga en los filetes, aumen-
tando la relación de la longitud al diámetro?

(2) ¿La tuerca debe se¡ enteriza con el bastidor? Si no, ¿cómo se debe fijar?
(3) ¿Cómo se trasmite el empuje del tornillo al bastidor?
(4) Bajo una sobrecarga, ¿debe fallar primero el buje o el bastido¡?
(5) ¿Cómo es la distribución de esfuerzos en el buje? ¿Qué espesor debe tener la pared?

C. Diseño de la placa de presión

(1) ¿Cómo es la dist¡ibución de presión en la placa?

(2) LLa carga resultante es excéntrica?

(3) ¿Cuál es el esfuerzo en la placa? ¿Se necesitan hacer aproximaciones?

(4) iCómo se debe fijar el tornillo a la placa, para permitir el ¿utoalineamiento?

D, Diseño del bastidor

(1) ¿Cuáles son las cargas: en la sección vertical, en la sección horizontal, y en la sección curva?
(2) Como una primera aproximación, suponer una sección rectangular en que el ancho es igual a cinco octavos

de la altura.
(3) Cambia¡ esta sección por una sección T y hacer una verificación. Hacer cualquie¡ cambio que sea indicado.
(4) ¿Cuál debe ser el ancho de la sección T? ¿Existe una sección mínima debido a las otras partes, tales corno

el cubo alrededor del buje? ¿Qué ancho debe tener la base para fija¡ los pernos de anclaje?
(5) ¿La sección curva se puede analizar como una viga recta?

(6) ¿La rigidez del bastidor es importante?

E. Diseño de los pernos de anclaje

(1) ¿Qué cargas deben resistir los pernos?

(2) iCómo es Ia distribución de las cargas en los pernos?

(3) ¿Todos los pernos tienen las mismas dimensiones? ¿Por qué?

(4) ¿Qué sobreespesor debe dejarse para la cabeza?

(5) ¿Qué tamaño de pernos debe emplearse?

2. Análisis del vástago de una válvula

Una leva de perfil circular actúa cont¡a la cara plana, de 3 pul de diámetro, de un seguidor, como se rnuestra
en la figura 27-2. Se debe hacer una análisis para 90' de rotación de la leva en el sentido contrario al del movi-
miento de las agujas del reloj.

Para Ia posición mostrada, Ia fuerza del resorte es 70 lb y la fuerza P, 100 lb. Como el seguidor está saliendo,
la fue¡za del resorte aumenta linealmente hasta 120 lb y la fuerza aplicada P disminuye linealmente hasta 40 Ib.

Se debe determinar el peso del seguidor, el cual está hecho de acero (0,28 lbrzpul3). Se puede suponer que el
peso del resorte es aproximadamente 6 lb.

323
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La leva gira a una velocidad unifbrme de 1800 rpm, en el sentido
contra¡io al del movimiento de las agujas del reloj. El coeficiente de
fricción de deslizamiento es 0,25.

Encontrar:

(o) El esfuerzo máximo producido en el vástago de la válvula, en la
posición mostrada.

(b) El esfuerzo máximo producido en el vástago de la válvula du-
rante una rotación de 90" en el sentido contra¡io al del movi-
miento de las agujas del reloj. (Analizar para 0., 30,,, 60,, y g0..

Expresar gráficamente los ¡esultados. Analizar para cualquier otra
posición si es necesario.) En el análisis de inercia suponer que la
masa equivalente del resorte es l/3 de la masa del ¡esorte.

(c ) El máximo esfue¡zo de contacto entre la leva y el seguidor durante
90" de rotación.

(d) Disenar un resorte para las especificaciones dadas. El máximo es-
fuerzo cortante de diseño para el resorte está limitado a ?b.000 psi.

Fie.27-2

3. Reductor de velocidad de una etapa

Se debe diseñar un reductor de velocidad de una etapa, en ángulo recto, tan compacto como sea posible, para
utilizarlo en una máquina mezclado¡a de masa de pan. Desde el eje de alta velocidad se deben trasmitir cinco
caballos de fuerza a 1150 rpm, con una ¡educción de velocidad de 3 a 1. La potencia se debe aplicar por medio
de una trasmisión de correa en V y se toma del eje de salida por medio de un acoplamiento flexible. La tazón
de las velocidades de las poleas es 1 a 1.

Basar la selección de los cojinetes en un funcionamiento satisfactorio por dos años, trabajando 10 horas al
día y 6 días a la semana. Limitar el diámetro primitivo de las poleas a 6", como mínimo.

Como la máquina debe funcionar en una atmósfe¡a empolvada, la propiedad de sellado es muy rmporranre.
Se requiere un dibujo detallado del montaje, en dos vistas, con una Iista de materiales.

4. Reductor de velocidad

El reducto¡ de velocidad de engranajes rectos planetarios que se muestra en la figura 2?-3 suministra 4 HP
al eje de entrada por medio de un acoplamiento flexible. El eje gira a 1200 rpm. La potencia se trasmite sin choque,
24 horas al día.

Hay tres engranajes planetarios, igualmente espaciados. El engranaje interno se mantiene fijo. Los engra-
najes se deben hacer de acero SAE f030.

(a) Determinar las dimensiones que deben tener los ejes, para tras-
mitir la potencia. La potencia se toma del eje por medio de un
acoplamiento.

(ó) Determinar el menor diámetro que pueden tener los engranajes,
si la razón de velocidades es 8:1. Ningún engranaje debe tener
menos de 15 dientes. Emplear dientes "stub" a 20.. Verificar las
cargas diruímicas y de desgaste.

(c) Determinar la longitud de los dientes de los engranajes.
(d) Determinar el tamaño del pasador sob¡e el cual gira, en el brazo,

un engranaje planetario. El pasador es de ace¡o SAE 1030.

(e) Determinar las cargas en los cojinetes. Los cojinetes de cada eje
están sep'arados 6 pulgadas.

(/) Describir la trasmisión del momento en la unidad. ¿Qué mo-
mento se debe aplicar en la base? ¿Este momento depende del
sentido de rotación del eje de entrada?

(g) Especificar el tamaño de los pernos que se deben utilizar en la base.

(h) Determinar las dimensiones de la cuña que se debe emplear
para fijar el engranaje al eje de entrada. La cuña es de acero
sAE 1020.

Fig. 27-3
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5. Reductor de velocidad "turbo-prop"

Una máquina aérea de turbo-hélice de 800 HP gira a 13.500 rpm y la velocidad de la hélice se reduce, por me-

dio de engranajes, hasta 900 rpm. A la hélice se trasmiten 600 HP y el resto de potencia se utiliza en el empuje del

chorro. La NACA ha prescrito detalladamente los requerimientos de diseño de los accesorios aéreos, teniendo en

cuenta las ráfagas de viento, las füerzas giroscópicas, Ia maniobrabilidad y el aterrizaje. Este proyecto se simpli-
ficará suponiendo que las cargas son constantes. Una de las pruebas que debe pasar el reductor es 1000 horas en el

banco de prueba. La carga en el banco de prueba es exigente y rigurosa: La máquina estará sometida 250 horas

a una carga de 200', y 750 horas a una carga de 10011,.

Un requerimiento especial es que el peso sea mínimo.

La reducción de 13.500 rpm a 900 rpm es excesiva para
una sola etapa. Se propone utilizar la reducción de una etapa
junto con el arreglo de engranajes planetarios, como se mues-
tra en Ia figura 27-4.

El diámetro del engranaje 2 puede tomarse como 6". El
diámetro del engranaje ? debe ser tres veces el del engranaje 8.

Se debe hacer un dibujo detallado, a escala, de todas las
partes, incluyendo el montaje de los cojinetes.

F'lg.27-4

La caja del ¡eductor es, por sí misma, un proyecto, pero no se analizará. Diseñar los engranajes y los ejes y se-

leccionar los cojinetes y las dimensiones de la caja acorde con la disposición de los engranajes, los ejes y los cojinetes.

El número de engranajes planetarios que se deba

tres engranajes planetarros.

Consideraciones finales :

afecta las dimensiones. Utilizar. arbitrariamente,

1.

2.

Materiales: Utilizar acero de alta resistencia o aleaciones.

Para el montaje de los engranaies se deben satislacer dos condiciones:

(o) N2 + N6 : número par (b) (N2 + Nd/n : entero

donde N2 : número de dientes del engranaje 2, Na - número de dientes del engranaje 6, n - número de

engranajes planetarios.

Utilizar la velocidad de engranaje de los dientes (y no la velocidad absoluta) para encontrar las cargas dinámicas
de los engranajes.

Utilizar la carga media cúbica para calcular las cargas sobre los cojinetes, ejes y engranajes.

El mínimo margen de seguridad para los engranajes debe ser 0,2.

Considerar la posibilidad que los ejes sean huecos.

Observar que las cargas sobre los dientes de los engranajes planetarios se invierten completamente.

El avión tiene una velocidad de diseño de 300 mph. La eficiencia de la hélice puede tomarse como 85',i. Des-
preciar las pérdidas por rozamiento en el reductor.

Plano central
de la hélice

1150 lb

Potencia de Ia máquina
a l3 000 rpm (tors¡ón pura)

3

A

6.

7.

8.

6. Cilindro de aire

Se debe diseñar un cilindro de aire para operar a 80 psi. La máxima presión de aire disponible en la planta,
cuando se utiliza el cilindro, es 150 psi. Por tanto, el tamaño del cilindro se debe basar en una presión de 80 psi, pero

el análisis de esfuerzos se basará en una presión de 150 psr.

La fuerza aplicada que se requiere durante la carrera de "salida" del pistón es 1200 lb. Aunque la resistencia
de rozamiento en un cilindro bien diseñado es aproximadamente el 5'c de la fuerza teórica del cilindro, se aconseja

determinar el tamaño del cilindro para que pueda ejercer aproximadamente 1l veces la fuerza que se considera
suficiente para el trabajo. Así, el tamaño del cilindro se basará en una presión de 80 psi y en una fuerza requerida'--
de (11)(1200) : 1800 lb.

La fuerza requerida en la carrera de "entrada" del pistón es 150 lb. Por tanto, con base en el factor lj dado

anteriormente, se requiere una fuerza de 225 lb para el diseño del cilindro, en la carrera de regreso o "entrada".

La carrera del cilindro debe ser 60 pulgadas.
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EI cilind¡o debe se¡ de doble acción y debe tener 1" de acolchonamiento en cada extremo. Se deben utilizar
válvulas de aguja para controlar el flujo de aire del área acolchonada. Deben tomarse medidas para permitir un
arranque rápido del pistón.

Los materiales que se deben utilizar en las diferentes partes son:

Vástago del piston SAE 1020

Cilindro Tubería de acero sin costura
Tapas del cilindro Hierro fundido de buena calidad
Pistón Hierro fundido de buena calidad o acero SAE 1020

EI cilindro se debe montar, por medio de orejas apropiadas, sobre una superficie paralela al vástago del pistón.
Se deben utilizar cuatro pernos para el montaje. Para hacer mínimos los esfuerzos en los pernos y mantener el
alineamiento, se pueden colocar bloques de presión en los bordes interiores de las superficies de montaje.

El extremo del vástago del pistón se debe diseña¡ con una conexión de pasador.

Los siguientes son algunos de los puntos que se deben considera¡ en el diseño:

(1) Prevenir la oxidación del interior del cilindro, producida por la condensación de la humedad del aire compri-
mido.

(2) Casquillos de prensaestopas y empaquetaduras adecuadas para prevenir fugas de aire.
(3) Facilidad de graduación de las empaquetadu¡as.
(4) Utilizar roscas finas en lugar de roscas o¡dinarias.

Sepide: 1. Una lista completa de los cálculos.

2. Esquemas de todas las partes.

3. Una vista de corte, con todas las piezas detalladas, en una hoja de papel de 18" x 24".

7. Extractor de cojinetes

Se dispone de varios métodos para quitar elementos de máquinas que están ajustados con interferencia. Un
método es el empleo de una prensa de husillo; otro es el empleo de un tornillo de banco con un ensanchador y otro
consiste en emplear un extractor (conocido como extractor de ruedas).

En este proyecto se desea diseñar un extractor para una aplicación específica: La remoción de cojinetes de
bolas montados con interferencia ent¡e el anillo interior y el eje.

El extractor debe poderse graduar de tal forma que se pueda utilizar para extraer cojinetes radiales de una
hilera de bolas que tengan diámet¡os exteriores comprendidos entre 3,1496" y 5,1181". Los diámet¡os internos están
entre 1,5748" y 2,1654".

La máxima interferencia entre el eje y el agujero del cojinete más grande es 0,0015", para el ajuste más for-
zado. Pa¡a este ajuste, la presión radial máxima entre el anillo interior del cojinete y el eje es aproximadamente
3000 psi.

El extractor debe funcionar por presión contra el anillo interior, para no dañar el cojinete.
El ancho máximo de un cojinete es 1,30". La línea central del cojinete está a una distancia máxima de 8"

del extremo del eje.

Sepide: 1. Un dibujo del montaje, hecho en una hoja d,e18" x 24".

2. Una lista completa de los cálculos.

3. Esquemas de todas las partes.

8. Movimiento de Ginebra

Un trasportador de banda se mueve intermitentemente por medio de un engranaje de Gineb¡a. EI traspor-
tador es accionado por una rueda montada en el mismo eje que la cruz de Malta. Para esta aplicación particular,
Ios datos de diseño son:

Velocidad angular de la manivela impulsora : 12 rpm (constante)



Radio de la manivela impulsora : 6

Distancia entre pivotes : 6rrT Pul
Diámetro de la rueda : 7,6 pul
Fuerza necesaria para mover la banda
Rozamiento de agarre de la banda :
Diámet¡o del rodillo : -3-"
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pulgadas

y la carga : 2500 Ib
170 Ib (constante)
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Rodillo
Ma nivela
r mpulsora

t. Para determinar si el diseño es satisfactorio, se requiere un
análisis de las aceleraciones. Ias fuerzas v los esfuerzos. Se debe
determinar lo siguiente:

(o) La aceleración angular máxima de la rueda de Malta.
(ó) La fuerza máxima en el rodillo
(c) El momento rnáximo ejercido en el eje conducido
(d) Los mínimos esfuerzos de contacto en el rodillo
(e) El máximo esfuerzo en la sección A-A
(f) El diámetro del eje conductor
(g) El diámetro del eje conducido
(h) Determinar la dureza que debe tener el acero del rodillo
(i) El diámetro que debe tener el rodillo si su anchura se re-

duce a | " y el esfuerzo de contacto se limita a 100.000 psi.

Cruz de Malta Manivela
impulsora

2.

3.

El momento polar de inercia total equivalente de la masa de las partes que giran (con respecto al eje de la polea)

es 112 lb-pul-seg2. Teniendo esto en cuenta, determinar la información que se pide en la parte 1.

La banda del trasportador descansa sob¡e 200 rodillos de 2 pul de diámetro, que tienen un momento polar de

inercia de 0,02 lb-pul-seg2. El momento polar de inercia de cada rueda (una en cada extremo del trasportador)

es ? lb-pul-se92. Para este caso determina¡ un momento masa polar de inercia equivalente, con respecto al eje

de la ¡ueda. Hallar la información solicitada en la pa¡te 1.

9. Control automático

La secuencia de funcionamiento de un mecanismo controlado eléctricamente la debe iniciar un operario que

oprime un botón de contacto. Deben ocurrir los siguientes eventos:

(1 ) Oprimiendo un botón se pone en acción el motor de una bomba de aceite y una válvula eléctrica de solenoide de

cuatro vías, que controla un cilindro hidráulico, con tal que una pieza de accionamiento no esté en su puesto.

Una luz verde se apaga y una luz roja permanece encendida para informar al operario que la máquina está

cargada.
(2) EI vástago del pistón se mueve hasta su posición exterior extrema, localizando la pieza de accionamiento

en su puesto. El vástago del pistón retrocede automáticamente hasta su posición inicial.

(J) La válvula de solenoide de cuatro vías de una abrazade¡a hidníulica se mueve para mantener la pieza de

accionamiento en su puesto.

(.1) Cuando se aplica la abrazadera hidráulica se abre un agujero; el agujero se retira y la abrazadera se suelta.

(5) La válvula de solenoide de cuatro vías, que controla un segundo cilindro hidráulico, se mueve para empujar la

pieza de accionamiento hasta su siguiente posición, siendo la carrera perpendicular al cilindro que alimenta

la máquina.
(6) Cuando el vástago del pistón llega hasta el extremo de su carrera, regresa hasta su posición inicial y se enciende

una luz verde para informar al operario que el ciclo se puede repetir. La luz roja se apaga.

Una vez proporcionados todos losentrecierres, todas las protecciones necesarias y una operación manual para

el caso de un atascamiento, diseñar un circuito de control para ejecutar las operadiones requeridas. Se dispone de

un suministro de potencia trifásico de 220 V.
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lO. Control automático del nivel del agua

Se debe mantener el nivel del agua de un tan-
que vertical de 10" X 10", conrose muestraen la figura
27-6. El agua está fluyendo por un orificio situado
en el fondo del tanque a razón de CA6t/lgh, donde
C es la constante del orificio, .46 es el área del orificio
y h es la altura total hasta el nivel del agua. Los va-
lores de C y Ao son tales que el flujo es \4lpul3/seg,
con h en pulgadas. Un flotador, cuya área de la seó-

ción trasversal es A pul', está unido a una válvula
reguladora, como se muestra.

En condiciones de equilibrio la fuerza del flui-
do, que tiende a cerrar la válvula, está balanceada
por Ia fuerza del reso¡te. Las condiciones de equilibrio
existen cuando el flujo que entra al tanque es igual
al flujo que sale por el orificio y el nivel eslá en una
posición horizontal. Para una desviación en la posi-
ción del nivel hay un cambio en la fuerza hidráulica
que tiende a cerrar la válvula, igual a 10 m lb, donde
m es el desplazamiento vertical del disco de la válvula,
en pulgadas. El cambio del flujo que pasa por la vál-
vula, a partir de la posición de equilibrio, está dado
por 100 m pul3rbeg. El cambio en el nivel del agua
o desviación, se denota por c. El momento de inercia
del montaje, incluyendo el flotador, la varilla del
flotador y la válvula, con respecto al fulcro de la pa-
lanca se puede tomar igual a 0,05 lb-pul-seg2.

Determinar el área del flotador, A, y la constante
está limitada entre 0,1 y 1pul2 y la constante elástica
amortiguamiento para que haya estabilidad.

Fig.27-6

de elasticidad &, más convenientes, si el área del flotador
entre 1,0 y 100 lb,/pul. Determinar también si se necesita

El fin
el código de

Problema:

11. Diseño de un tanque

cie este proyecto es familiarizar al estudiante con el procedimiento general de-diseño recomendado por
la ASME.

Se necesita almacenar aproximadamente 10.000 galones de propano líquido para utilizarlo como
combustible gaseoso. El propano tiene una presión de vapor de 120 psi a 70"F y 210 psi a 105"F. El tan-
que de almacenaje se debe diseñar para una presión de trabajo de 250 psi, de acuerdo con el código de
la ASME, para recipientes a presión no sometidos a calor.

12. Cortabarras

Se requiere un dispositivo portátil, liviano, seguro, operado a mano, para cortar ¡rrru" aa acero de bajo carbono
de | " de diámet¡o. Se desea que la distorsión en las superficies cortadas sea mínima. La unidad debe ser compacta
y fácil de trasportar, y además debe ser hidráulica.

Referencia: U.S. Patents 2236833 y 2384130.

Sepide: 1. Una lista completa de los cálculos y esquemas de cada pieza.

2. Un dibujo del montaje, por Io menos con dos vistas, en una hoja d.e 18" X 24".

tr
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13. Alternador de libros
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EEE
Los libros vienen de la operación de encuaderna-

ción, pasan por una máquina de envolver y siguen hacia

la sección de empaque.

Antes de empacar los Iibros para despacharlos, éstos

deben rota¡ 180. En la figura 27-7 se muestran los libros
antes y después de la rotación.

La producción es de 60 libros por minuto'

Diseñar un dispositivo para rotar los libros. El di-
seño debe indicar lo suficiente pa¡a que Ia administra-
ción pueda decidir si la idea es digna de consideración
y luego se hace un diseño detallado y por último la cons-

trucción.

Considerar que se dispone de suficiente espacio para
el montaje.

Fle,27-1

Espacio entre
libro.

libros : 1! veces Ia longitud del

14. Ascensor para una

Propósito:

El propósito de este proyecto es establecer un diseño
preliminar y hacer recomendaciones pa¡a la instalación
de un ascensor para una persona, que ha sido solicitado
por un cliente. Este diseño preliminar atañe sólo a la
funcionalidad y a los aspectos de ingeniería de la insta-
Iación.

Problema:

Una residencia tiene una escalera convencional des-
de el primero hasta el segundo piso, pero no hay forma
de ir del primer piso al sótano, como no sea por una es-

cale¡a de mano o por la puerta principal. Se propone ins-
talar un ascensor para una sola persona, que funcione
ent¡e el primer piso y el sótano. La figura 27-8 muestra
la altura permisible del pozo y los espacios libres. Obser-
var que en el primer piso se debe entrar al ascensor por
la derecha mientras que en el sótano se entra por la iz-
quierda.

Exigencias del diseño preliminar:

persona

Primer piso

Pozr¡ del ascenso¡ propuesto

Segundo piso

1t 6I'

Ftg.27-E

(.1 ) Como este es un estudio preliminar, deben estudiarse varios arreglos dife¡entes de la instalación propuesta'

(2) Después de escoger un arreglo factible, preparar un dibujo preliminar, a escala, que muestre las vistas de

elevación, planta y auxiliares que sean necesarias.

(3) Hacer un cálculo preliminar del costo del equipo y la instalación.

(.1) Escribir una carta al cliente en forma de propuesta

i'll
I q' 

i

f--T
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15. Segadora de hierba

Un fabricante ha decidido construir y vender segadoras de césped. Debido al reciente número de accidentes
graves, él está interesado en llevar al mercado un producto que sea más seguro que las segadoras disponibles actual-
mente. En efecto, la demanda de una segadora que no ofrezca peligro es tan grande, que se puede vender un g¡an
número de ellas. Un estudio de las segadoras actuales demuestra que sólo hay tres tipos básicos:

(1) De carrete convencional.
(2) Rotatoria.
(3) Barra de hoz (el tipo utilizado en las segadoras agrícolas y en las que se emplean en las vías públicas).

Todos estos tipos son peligrosos, aunque tienen colocadas guardas de protección.

Como ingeniero de diseño de la compañía, usted tiene la siguiente ta¡ea: Diseñar una máquina que corre ro-
da la hierba a un nivel adecuado y sea más segura que los tipos convencionales.

16. Elevador de tambores

Una compañía fabricante tiene el siguiente problema:

Una gran parte del negocio consiste en la fabricación de piezas pequeñas, las cuales deben ser sometidas a va-
rias operaciones. La naturaleza de estas operaciones es tal que no resulta práctico ejecutarlas en una línea de produc-
ción. Como resultado, las piezas son enviadas de un departamento a otro en tambores de ace¡o. Aunque no¡mal-
mente los tambo¡es no se llenan sino hasta las tres cua¡tas partes de su capacidad, algunos tamtrores pesan hasta
500 libras. Los tambores se trasportan entre departamentos en
carros motorizados y son colocados a 6 pies de la tolva de la má-
quina que debe efectuar la siguiente operación. El operario de la
máquina debe vaciar el contenido del tambor en Ia tolva que es-
tá al lado de la máquina. El borde superior de la tolva está a b
pies del piso.

Diseñar un dispositivo que permita al operario llenar la tol-
va, cuando sea necesario. Exponer claramente las suposiciones
necesaiias y el diseño, teniendo en cuenta lo siguiente: Seguridad,
costo inicial, facilidad de operación, requerimientos de potencia
y de espacio y versatilidad.

Las dimensiones de los tambores se muestran en la figura
27 -9. Fis.27-9

17. Diseño de una válvula esférrca

Se debe diseñar una vállula esférica para utilizarla con agua salada a 200',F. Se deben satisfacer las siguien-
tes especificaciones:

(o) La r,¿ilvula debe ser adecuada para funcionar a una presión de 400 psi.
(b) Se debe utilizar metal monel, excepto para el volante que debe ser de hie¡ro maleable. (Se puede emplear

un sustituto satisfactorio del metal monel.)
(c) El disco de asiento de la válvula no debe se¡ metálico.
(d) Se deben utilizar sellos adecuados para evitar los escapes-
(e) Deben proporcionarse á¡eas de flujo amplias.
(/) El espesor mínimo de las piezas fundidas de monel debe ser 1,/8,,.
(S) Se debe utilizar un disco de asiento "no giratorio,' para la válvula.
(h) El ca¡ácter del diseño exige que el vástago de la válvula no sea vertical.
(i) EI vástago de la válvula debe formar un ángulo de 45" con el eje del tubo.
Se pide: (1 ) Un dibujo detallado del corte del montaje, junto con la lista de materiales. Las dimensiones sólo

se deben indica¡ en el dibujo.
(2) Un dibujo detallado del vástago de la válvula, indicando las dimensiones necesarias y las super-

ficies maauinadas.
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18. Ajustes estadísticos
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El cont¡ol de calidad estadístico hace uso de las leyes naturales de Ia distribución estadística de las dimensio-

nes de las piezas que se maquinan y se montan. La amplitud de dimensiones que resulta de un proceso de rnaqui-

nado sigue aproximadamente Ia distribución patrón de frecuencias de la curva estadística no¡mal o curva de pro-

babilidades. La amplitud natural de un proceso de maquinado se toma, usualmente, "6¡¡e 
f3Cr, ya que el 99,739o

del área bajo la curva normal cae dentro de estos límites. Cada máquina tiene su propia amplitud natural, que se

puede determinar midiendo un gran número de piezas y preparando un histograma de frecuencias, o también, se

puede calcular la desviación estándar por la fórmula

.--.|ffi.= | ----,

donde n : número total de piezas medidas
¡ : dimensión de una pieza individual,:>

n

La desviación estándar. q , determinada como se indicó antes, se multiplica por 6 para obtener la amplitud

natural del proceso, con base en una amplitud de *3o.
Cuando se aplica lo ante¡ior al ajuste de piezas que deben acoplar, tales como un eje y un cojinete, las desvia-

ciones estándar de los dos procesos, a, y o6, se relacionan con la desviación de diferencia estándar, c¿ , Por

od. = ,/4;q
donde 6r",: desviación estándar en el maquinado del eje

oD: desviación estándar en el proceso de rectificar el agujero del cojinete

od: desviación estándar de la diferencia de dimensiones del eje v del cojinete

Si las dimensiones obtenidas en todos los procesos pe¡manecen agrupadas al¡ededor de una dimensión media,

podemos esperar que el 99,739.c de todas las piezas de acople tengan un ajuste comprendido entre -sod y +36d.

El experimento que se pide en este proyecto es intentar demostrar la aplicación del control de calidad estadís-

tico al ajuste de piezas de acople, si suponemos que el número de puntos obtenidos en cada lanzada de los dados

corresponde a la medida de una dimensión. El experimento demostrará que, estadísticamente, el límite de huelgo

es considerablemente menor que el que podría predecirse suponiendo la peor combinación de ajustes posible.

Dimensionando las partes de una máquina se obtiene una ventaja sobre la distribución estadística casual

que ocur¡e en la práctica. Considera¡ un eje dimensionado como 3,00105 +9'ry19. ó 1499 y un cojinete dimensio-

nado como 3,0021 +0,0015. ó 3,0036. Estas dimensiones .. n"" ,"i.".oiHltu" o3'S101*"ru que correspondan_0,0015. 3,0006
a los números obtenidos en el lanzamiénto de los dados; tres dados para el eje y seis dados para el cojinete. La ana-

logía puede considerarse como sigue: Si se lanzan tres dados, la máxima suma de los puntos es 18 y la mínima, 3.

Entonces el límite de la suma de los puntos corresponde al límite dimensional en décimas de mil. (3 a 18 : 0,0003'l

a 0,0018".) Si se considera de nuevo la analogía, una Ianzada de los dados de 3 puntos correspondería a un tamaño
de eje de 3,0003 y una lanzada de 18 puntos correspondería a un tamaño de eje de 3,0018. Ya que la rnedición de

los ejes reales traería'consigc-r un error o variación necesaria, podemos pensar de los números de los dados como co-

rrespondientes a las dimensiones del eje real en mediciones que podrían ser hechas en el depósito.

De una forma similar, las dimensiones del agujero corresponden a los valores que podrian halla¡se del lanza-

miento de 6 dados con un valor mínimo de 6 puntos (o agujero mínimo de 3,0006), y un valoi máximo de 36 (o

agujero máximo de 3,0036).

A. Determinar Io siguiente:
(/) El valor medio del diámetro del eje.

(2) El valo¡ medio del diámet¡o del hueco.

(3) El máximo huelgo posible.

(4) La máxima interferencia posible.

(5) Suponiendo que la amplitud natural de las operaciones de maquinado corresponde a la tolerancia, en-

contrar la amplitud del eje, 6o.
(6) Suponiendo que la amplitud natural de las operaciones de maquinado corresponde a la tolerancia, en-

contrar la amplitud del agujero, 6o.
(7) Encontrar las desviaciones de los montajes, 6o.
(8) Encontrar la desviación media.

(9) Determinar el huelgo máximo y el huelgo mínimo probables del 99,739r de las piezas.
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B. Utilizando 9 dados, determinar y tabular la interfe¡encia o huelgo obtenido por el lanzamiento de 6 dados co-
rrespondiendo a las dimensiones del agujero y 3 dados correspondiendo a las dimensiones del eje. Como el pro-
ceso es demasiado largo, ejecutar la operación 100 veces. Hace¡ la gráfica de lo siguiente:

(l) Una curva de distribución de frecuencia o histograma de las dimensiones del eje.
(2) Una cu¡va de distribución de frecuencia o histograma de las dimensiones del agujero.
(3) Una curva de distribución de frecuencia o histograma de la dife¡encia entre las dimensiones del agu-

jero y del eje.

(4) Calcular el valor medio de los huelgos,

donde ¡ : una medida del huelgo, n

2"u:-n-
: número total de mediciones.

(5) Calcular ladesviación estándar, 
" = lf@

C. Resunir los resultados.

19. Alimentador de tarjetas

Tarjetas de dife¡entes colores se agrupan en pilas de a 2000. Las dimensiones de las tarjetas son 5" X 3" X 0,006".
Las tarjetas deben alimentar una máquina, la cual, por un medio fotoeléctrico, agrupará las tarjetas en pilas se-
paradas de diferente colo¡. La rata de alimentación no debe se¡ inferior a 1000 tarjetas por minuto.

Hay dos problemas:

(1) El medio por el cual se introducen las tarjetas (una a una) en la máquina.
(2) El medio por el cual las tarjetas. una vez identificadas por su color, se separan en diferentes pilas.

Se desean las soluciones, con sus esquemas, de uno o ambos problemas.

2O. Proyecto para camiones embalados

Ocasionalmente los camiones tienen fallas de frenos en carreteras planas opendientes. Austed, como diseñador,
se le pide hace¡ una propuesta para llevar un camión embalado, al reposo en caso de emergencia. Se debe hacer el
diseño para un camión de semir¡emolque, cargado a plena capacidad.

Los requerimientos de este proyecto son los siguientes:

(.1 ) Estudiar el medio de llevar al reposo un camión embalado y estudiar la factibilidad de la idea.
(2) Especificar los requerimientos de un diseño satisfactorio, tales como capacidad, forma de operación,

seguridad, costo y otras especifieaciones convenientes.
(3) Proponer tantos métodos como le sean posibles.
(4) Seleccionar el método que usted crea mejor y hacer un dibujo del diseño, a escala. Hacer todas las

vistas que sean necesarias (si es preciso, vistas de corte) para lograr una descripción del diseño más
clara. Las dimensiones no necesitan indicarse en el dibuio. Los eilculos de las dimensiones de las
partes deben acompañar al dibujo.

(5) Calcular el costo por unidad. Si se emplea el diseño, se calcula que se harán 10.000 unidades.
(6) Remitir un informe a la administración, con el diseño p¡opuesto, resumiendo brevemente las ven-

tajas y desventajas, las caracteristicas sobresalientes del diseño, el costo y su recomendación sobre la
conveniencia de continua¡ el proyecto.
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21. Prensa de preformado de control automático

En las príginas 10 y 11 del Design Neu.,s, volumen 16, No. 2, se describe el funcionamiento mécánico de una
prensa de preformado automática. En resumen el funcionamiento es el siguiente:

(1) Un bloque deslizante, con una cavidad apropiada para medir,el volumen adecuado de resina de fenol,

trasporta el polvo hasta la cámara de la matriz y expele un disco preformado acabado. Un cilindro neu-

mático hace funcionar el bloque deslizante.
(2) La cámara de la matriz se forma al retroceder el pistón inferior. Después de caer el polvo en la cámara,

el bloque deslizante se mueve hacia atrás (hasta su posición inicial) debajo de la tolva.

(3) Entonces el pistón superior se mueve hacia abajo, comprimiendo el polvo dentro del molde, con una pre-

sión aproximada de 6000 psi. EI pistón superior permanece sometido a carga por un intervalo de varios se-

gundos, después de subir.
(4) En seguida el pistón inferior eleva el disco preformado hasta la mesa superior y lo coloca en su puesto,

hasta que el bloque deslizante se mueva hacia adelante, en el ciclo siguiente.

(5) Cuando el bloque deslizante se mueve hacia adelante, su borde de ataque empuja el disco preformado en-

cima de la mesa, a la banda de un trasportador. Entonces el pistón infe¡ior desciende para formar la ca-

vidad para el polvo del preformado.

La acción completa está controlada por interruptores limitadores que energizan los ci¡cuitos hidráulico y
neumático por medio de válvulas de solenoide. El tiempo es graduable, con el fin de permitir al pistón superior un
intervalo va¡iable. El pistón inferior tiene carrera variable, la cual se gradúa con un to¡nillo de corrección.

Proporcionar todos los ent¡ecie¡¡es y protecciones necesarias; diseñar un circuito de control para ejecutar las

operaciones requeridas. El cilindro de aire utiliza la presión de aire de la planta (90 psi). Para los cilindros hidráu-

Iicos se requiere un motor eléctrico y una bomba adicionales.

Se debe proporcionar una operación manual para el caso de un atascamiento.

Se disoone de un suministro de potencia trifásico de 220V.

22. Acelerador de automóvil de control automático

Como Ia construcción de supercarrete¡as se ha extendido y aumentará aún más en el futuro, se están haciendo

viajes en automóvil cada vez más largos.

El empleo del acelerador de pie actual produce considerable fatiga a muchos conductores, durante viajes lar-

gos. Un fabricante de piezas para automóviles le ha pedido a usted (como miembro que es de su personal de dise-

ño) que estudie la factibilidad de instalar un acelerador manual que se desacople automáticamente, para aliviar
la fatiga producida por el, empleo del acelerador de pie.

Remitir un informe de su estudio de factibilidad, incluyendo los siguientes párrafos:

(1 ) Hacer un esquema preliminar de un diseño práctico que se pueda utilizar. En este diseño se deben

incluir Ias características de seguridad.

Preparar un cálculo aproximado del costo de fabricación de su diseño, para producirlo,a razón de

10.000 unidades por mes.

Preparar un manual de instrucciones para los comprado¡es, que explique paso por paso el procedi-

miento para instalar la unidad en una marca específica de ca¡ros.
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Los siguientes proyectos (23 a 36) fueron utilizados en la Universidad de Purdue, en un curso de diseño expe-
rimental, dictado por P. G. Reynolds de la E. I. dupont de Nemours and company, Inc.

23. Sistema de inyección de un catalizador

Un proceso continuo de fabricación de un plástico requiere la inyección de un catalizador en una tubería, a una
razón constante de 10 cm3 por hora, con una presión de operación de 10.000 psi. Utilizando técnicas manuales, se
debe emplear continuamente un operador para hacer el trabajo. Por esta tazón, el superintendente de operación le
ha pedido a usted diseñar un sistema para hacer este trabajo automáticamente. No¡malmente una tanda dura
por cerca de 30 días antes de tener que parar la unidad para un cambio de catalizador.

Los cambios deben estar justificados sob¡e una base económica. Los costos de funcionamiento son de USg6000
por año-hombre y el funcionamiento continuo exige cuatro hombres por cada semana de 40 horas. Con la inversión
se espera ganar un 20',r, debido al riesgo de que caiga en desuso rápidamente. Esta ganancia, basada en la inver-
sión, deberá fundamenta¡se en una depreciación de 6ci y una rata de impuestos de 52Ír de las utilidades.

Nota: La información del parágrafo anterior puede emplearse para los problemas 23 a 36 en donde su aplica-
ción ahorre trabaio.

24. Dispositivo de seguridad en un trasportador de pólvora

Una correa de 6" de ancho está trasportando pólvora negra entre dos edificios separados 25 pies. El segundo edi-
ficio es una unidad de almacenamiento con capacidad para 4000 lb de pólvora, la cual puede explotar si se produ-
ce una chispa. Se necesita diseña¡ un mecanismo'que desmonte la correa, rocíe el área con agua y selle la entrada,
si el fuego llega a ser visible en la correa.

El personal de operación señala que en este tipo de instalación no se pueden gastar más de US$25.000. Por
otra parte, se puede justificar un sistema de trasporte intermitente.

25. Máquinas para fabricar placas para rayos X

Desarrollar el diseño de una máquina para fabricar placas dentales para rayos X, a razón de 30 por minuto.
La máquina debe corta¡ la película de un rollo, cub¡irla con los materiales apropiados, inspeccionarla y recoger los
productos acabados en cajas de a 100.

La máquina debe hacer el trabajo de 10 hombres que empleen métodos manuales y debe justifica¡se sobre
esta base. Determina¡ la ganancia en la inversión de la máquina.

(El estudiante debe obtener muestras de placas para rayos X, para ver lo que implica la operación.)

26. Máquina empacadora de bolsas

La dinamita, que tiene las características generales de Ia panela, se empaca manualmente en bolsas de 12 lb.
Para manipular 40.000 lb del material por turno, se necesita un grupo de operación de 5 hombres, además de un
camionero para traer el material y llevárselo ya empacado. Dos operarios raspan el material, lo colocan dentro de
una bolsa y lo pesan a razón de 5 bolsas por minuto, por cada operario. Luego, dos hombres adicionales doblan las
bolsas, las cierran y sellan el ext¡emo cerrado. Finalmente un hombre toma las bolsas, las coloca dentro de una caja
y cierra ésta.

Nos han pedido diseñar una máquina para hacer este trabajo con un solo operario, fuera del camionero. Pro-
porcionar la unidad para hacer este trabajo, en función de la confiabilidad y del costo.

Estudiar además cuál es la solución más económica al problema: Mecanización completa o una combinación
de mecanización y trabajo manual.
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27. Máquina de armar cartuchos de calibre 22

Un fabricante de municiones decide que deberá modernizar su sistema de producción, para producir cartu-
chos de calibre 22. Se fabrican al¡ededor de 20.000.000 de cartuchos por año, de los cuales aproximadamente el 509;c

son para rifles largos, el 259á cortos y el 259á largos.

A usted, como ingeniero, se le ha solicitado desar¡ollar un diseño preliminar de una máquina para armar los

cartuchos y reunirlos en grupos de 50, para empacado. La máquina deberá tene¡ una capacidad 509c mayor que la

demanda anual, para cubrir las variaciones de mercado por estaciones. Se ha calculado que se pueden invertir
US$350.000 en la máquina, siempre que no se necesiten más de 3 operarios por turno. A la máquina se le suminis-
trarán las cápsulas, los proyectiles, la pólvora y los fulminantes.

28. Máquina para montaje automático de llantas

En una línea de montaje se están ensamblando automóviles a razón de 40 por hora. Utilizando técnicas ma-

nuales se necesita una cuadrilla de 12 hombres para la instalación de las llantas en los rines. Diseñar una máquina

que monte las llantas sobre los rines, semiautomáticamente, con no más de 2 operarios. ¿Económicamente se pue-

de justificar el costo de la máquina?

29. Probador de aditamentos para tuberías

El funcionamiento hidráulico de los equipos y de los se¡vocontroles exige el uso de un gran número de adi-

tamentos hidráulicos. A menudo estos aditamentos sufren escapes y causan dificultades, aun cuando estén hermé-

ticos. Se nos ha solicitado un tipo cualquiera de máquina probadora que pueda toma¡ toda clase de aditamentos

hidráulicos y probarlos para determinar cuál es el más adecuado para una instalación.

Se ha decidido que se puede gastar un máximo de USg25.000 para la construcción de dicha unidad.

3O. Unidad de refrigeración

Durante el verano una planta de refrigeración tiene una carga de 750 toneladas/dia, satisfecha por la evapo-

ración de amoníaco a una presión de 25 psig. Comúnmente se utiliza este vapor en un proceso, pero se desea cam-

biar la operación, ya que ésta no se puede efectuar por largo tiempo. Debido a la disminución de carga de calor

durante el ve¡ano hay un excedente de 15 psig de vapor aprovechable en el proceso. Dete¡minar el sistema más

conveniente de manejar la carga de refrigeración, en función de la economía de la operación, y desarrollar el diseño

y el sistema de control. Determinar el costo.

31. Bomba circulante

Una unidad de síntesis de amoníaco se diseña para producir amoníaco a una presión de 6000 psi. Esto requie-

re una unidad circulante para procesar aproximadamente 200 p3'lmin de gas aproximadamente de 759á de N2 y

251,í de Hz a las condiciones de operación. La caída de presión a través de la unidad de bombeo es 450 psi. A usted

se le ha solicitado evaluar las posibilidades y proponer un diseño que cueste menos de US$75'000 y tenga un cos-

to mínimo de operación y mantenimiento.

335
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32. Máquina para devanar alambre

En la actualidad una planta tiene un equipo de devanar alamb¡e sobre carretes con r,¡es operadores por turno.
El alambre es doble, de cobre, calil¡re 22 y tiene un revestimiento plástico de 0,020 pul. Las longitudes devanadas
en los ca¡retes varían desde 50 pies hasta 350 pies, en intervalos de 50 pies. El 40fi del alambre tiene 100 pies de
longitud; el 30fi, 150 pies de longitud; el 101., 50 pies y del 20(,r sobrante, 5r.r para cada una de las longitudes res-
tantes. Nos han pedido diseñar una máquina que produzca 22 carretes por minuto y los trasporte a otra máquina
de producción, empleando un solo hombre. Esta máquina normalmente necesitaría operar únicamente durante
un turno. Debemos desarrollar el diseño de la máquina que haga el trabajo y se pueda justificar sobre bases mo-
netarras.

33. Protección del operador

Un hombre está operando una prensa que produce 2O a 25 piezas por minuto. El operador tiene que colocar
la pieza nueva y reti¡ar la pieza acabada. Los controles de ejecución y sistemas de protección deben eliminar cual-
quier riesgo de que el operador o su asistente sufran lesiones. Los controles inadecuados de seguridad obstacu-
lizan la máquina hasta un punto tal que sólo se puede obtener el 75(l de su capacidad. ¿Podemos justificar la ins-
talación del equipo de seguridad?

34, Removedor de pinturas

Un nuevo producto en pinturas, que será lanzado al mercado, tiene una gran duración cuando se aplica sobre
madera desnuda. Para vender el producto se necesita un dispositivo o técnica que quite rápidamente la pintura
vieja. Este dispositivo debe funcionar por lo menos 10 veces más rápido que cualquiera de los dispositivos dispo-
nibles actualmente y se debe poder vender a no más de US$50. Proporcionar una solución para esta necesidad.

35. Máquina para forrar cajas

Nos enfrentamos con el problema de forrar cajas con papel encerado, a tazón de 6 por minuto. Las cajas se
presentan en anchos de 12" a 18", de 1" en 1" y longitudes de 16" a 24", de 1" en 1". Utilizando técnicas manuales
se requieren tres operadores por turno para forrar las cajas a la razón indicada. Los forros interiores de la caja deben
proporcionar un recinto impermeable y sus bordes deben extenderse 3" más allá del borde de la caja. Desarrollar una
máquina que ejecute esta operación eficientemente y determinar si se justifica.

' 36. Motor de IOO.OOO rpm

A una fuente natural de energía debemos proporcionar una potencia mínima de salida de j HP a 100.000 rpm.
Es posible gastar US$10.000 en la fabricación de una unidad que satisfaga esta necesidad. Un motor de 12 HP
se¡ía conveniente para uso general y sería bastante utilizado si se pudiera constmir a un precio de USg1000. ¿Qué
se podría proporcionar?
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S UPERIORES
185O Problemas Resueltos
Por Frank Ayres, Jr , Ph D ,

Prclesot de Mateñál¡cas, Dtcktnson College

GEN ETICA
5OO Problemas Resueltos
Por William D Stanslield. Ph D.
Depto de CEncBs Stológrcas Caltl Stale Polylech

GEOMETRIA ANALITICA
345 Problemas Resueltos
Por Joseoh H Kindle. Ph D ,

Prolesot de Malemáticas. Untve6úy ol C,ncnnall

GEOMETRIA OESCRIPTIVA
175 Problemas Fesueltos
Por Minor C Hawk
Jele Deparlamento de lngenEria Gtál,ca
Catneg¡e lnst ol Tcch'

GEOMETBIA DIFERENCIAL
5OO Problemas Resueltos
Por Martin Lipschurz. Ph D,
Prolesor de Matemáttcas, Un¡ve6ly ol Stdgepott

GEOMETRIA PLANA
850 Problemas Resueltos
Por Barnett Fich. Ph D.
Jele del Depto de Matemátrcas,StooklynTech H S

GEOMETRIA PROYECTIVA
2OO P¡oblemas Resueltos
Por Frank Ayres, Jr. Ph D ,

Prolesot de Matemáttcas Otcktnson Colleoe

INTBODUCCION A LA CIENCIA
OE LAS COMPUTADORAS
3OO Problemas Resueltos
Por Francis Scheid, Ph D,
Ptofesot de Mate¡náticas. Eoston Un¡vers¡ty

LINEAS DE TRASMISION
165 Problemas Resueltos
PorR A Chipman,PhD,
Prolesot de lngenEtía Elécttica, Untversily ol foledo

MANUAL DE FORMULAS Y
TABLAS MATEMATICAS
24OO Fórmulas v 60 Tablas
Por Murray R Spiegel, Ph D ,

Prclesot de Matemátrcas, Rensselaet Polylech tng +

MATEMATICAS FINANCIERAS
5OO Problemas Resueltos
Por Frank Ayres, Jr,, Ph D ,

Prolesot de Malemáltcas Dtcktnson College

MATEMATICAS FINITAS
75O P¡oblemas Rosueltos
Por Seymour Lipschutz, Ph.D,,
Prcfesor Asoc de Matemát¡cas, femple Un¡versity

MATRICES
34O Problemas Resueltos
Por Frank Ayres, Jr , Ph D ,

Prolesot de Matemáttcas, O¡cknson College

MECANICA DE LOS FLUIDOS
E HIDRAULICA
475 P¡oblemas Resueltos
Por RanaldV Giles, B S, MS inCE,
Prclesot de tngenie¡ía Ctvil. Drerel lnst ol Tech

MECANICA TECNICA
460 Problemas Resueltos
PorW E McLean. B S in E E, M S,
ProÍesor de Mecánrca Lalayette College

vEW Nelson.ES inME,M Adm E,
lngenierc Supervisor, W8tern Eleclr¡c Co

PROBABILIDAD
5OO Problemas Resueltos
Por Seymour Lipschutz, Ph D,
Prclesor A soc iado de Ma I emát ¡ cas, Temple Un ívers ! I y

OUIMICA GENERAL
385 Problemas Resueltos
Por Jerome L Rosenberg, Ph.D,
Proleso, de Auímica, Univetsny ol Pn6baryh

RESISTENCIA DE MATERIALES
430 Problemas Resueltos
Por William A Nash. Ph D .

Prclesor de lngen¡et¡a Mecánrca, UnNetsúf ol Flor¡da

RETROALIMENTACION
Y SISTEMAS DE CONTROL
68O P¡oblemas Resueltos
Por J.J Distefano lll, A.B. Stubberud,
lJ Williams. Ph.D..
Departamento de lngen¡eria. Univets¡ty ol Cal¡|, at L A

TEOhIA DE CONJUNTOS
53O Problemas Resueltos
Por Seymour Lipschutz, Ph. D

Prclesot Asociado de Matemáticas, femDle Unive.s¡ty

TEORIA DE GRUPOS
6OO Problemas Resueltos
Por B. Baumslag, B Chandler, Ph.D.,
Depa.lamento de Matemáticas, New Yo* Unive6íty

TOPOLOGIA GENERAL
650 Problemas Resueltos
Por Seymour Lipschutz, Ph D,
Prclesot A soc ¡ado de M al emáticas, f emple U n ¡vers¡ ly

TRASFOBMADAS DE LAPLACE
45() Problemas Resueltos
Por Murray R Spiegel, Ph D
PrcÍesor dc Matemátrcas, nensselae. Potylech lnst

TRIGONOMETRIA
68O P¡oblemas Resueltos
Por Frank Ayres, Jr, Ph D,,
Proleso. de Mateñáticas, Dick¡nson CollcAe

VARIABLE COMPLEJA
640 Problemas Resueltos
Por Murray R Spiegel, Ph D ,

Ploleso, de Matemáttcas, Rüsselae, Polytech lnst

VIBRACIONES MECANICAS
225 Problemas Resueltos
PorWilliam W Seto. BS in M E, M S.
Prclesot Asoc¡ado de lngentería Mecántca
San José Slate College



SCHAUM'S OUTLINE SERIES

' AOVA]ICED GAIGULUS
Including 925 Solved Problems
By Murray R Spiegel, Ph D ,

Proleisot ol Math , Rensselae, Polylech

. AIIAIYTIC GEOiIETRY
Including 345 Solved Problems
By Joseph H. Kindle. Ph D .

Prole$o, ol Mathemal¡cs, Unive6ity ol C¡nc¡nnaai

BAS¡C EIIGITEERIfIG EOUAIIO]IS
Including 14OO Basic Equations
ByW F Hughes.E W Gaylord.Ph D,
Prclessots ol Mech Eng , Caneg¡e lnst olTech

* CAICULUS
Including 1175 Solved Problems
By Frank Ayres, Jr , Ph D ,

PtuIesso. ot Mathematics, Dick¡nson College

'GOUEGE ATGEBRA
Includ¡ng 194O Solved Problems
By Murray R Spiegel, Ph D,
Prclesor ol Math . Ren$elaet Polvtech lnst

* GOI.IEGE CHETISIRY
Including 385 Solved P¡oblems
Edited by Jerome L Rosenberg, Ph D ,

Prcf$or oÍ Chem¡stty, Un¡veÉ¡ty ol Pittsburgh

r COUEGE PHYSICS
Including 625 Solved Problems
Edited by Carel W van der Merwe,
Ph D . Prolesso, ol Physics, New yotk Un¡ve6¡ly

COilIPIEX VAR¡ABTES
Including 54O Solved Problems
By Murray R Spiegel, Ph D,,
Prclessot ol Math , Rensselaet Polytech , lnst

' OESCRIPTIVE GEOMETBY
Including 175 Solved Problems
By Minor C Hawk,
Head of Engineetng Grcphics Depl .

Carneg¡e lnst Of Tech

* DIFFEBE]ITIAL EOUAIIOÍIS
Including 56O Solved Problems
By Frank Ayres, Jr , Ph D ,

Prclessor of Math . D¡ckinson College

DIFFERE]ITIAI GEOMEIRY
Including 5OO Solved Problems
By Martin Lipschutz, Ph, D,
Prclessor ol Mathemat¡cs, Univetsily ol Btidgepott

* EIEGTBIC CIRCUITS
Including 350 Solved Problems
By Joseph A Edminister, M S E E,
A$oc Ptol ol Elec €ng, Un¡versity of Akrcn

ETEGIBOTIG CIRCUIIS
lncluding 16O Solved Problems
By Edwin C. Lowenberg, Ph D ,

Prcfessor ol Elec Eng ,Unive6¡ty ol Nebt$ka

I EIEIIEÍITARY ATGEBRA
Including 27OO Solved Problems
By Barnett Rich, Ph D,
HeadolMath Dept,EtooklynTech H S

* E]IGI]IEERItIG MECHA]IICS
Including 460 Solved Problems
ByW G McLean.B S inEE,MS,
ProÍessot of Mechan¡cs. Lalayette College
andE W Nelson,BS inME,M Adm E,
€ng¡neeríng Superv¡sot. Western Electric Co

TEEDBACI( & CO]ITROT SYSTEMS
Including 68O Solved P¡oblems
ByJ J Distefanolll,A B Stubberud,
and I J Williams. Ph D.
Engineet¡ng Dept , Un¡veBity olCall, at L A

FIÍIITE MATHEMATICS
Including 750 Solved Problems
By Seymour Lipschutz, Ph D,
A$oc Prol ol Math ,femple Un¡ve6íty

* FIBSf Yr. G0LtEGE MAIHEMAIIGS
Including 1850 Solved P¡oblems
By Frank Ayres, Jr, Ph D ,

Prclessor ol Mathemat¡cs, Dtckinson College

' FIUID DYÍIAMICS
Including 10O Solved Problems
8y William F Hughes, Ph D ,

Prclessor ol Mech Eng ,Caneg¡e lnst of Tech

and John A Brighton, Ph D,
Asst Ptol ol Mech Eng Pcnnsylvania State U

r fLUIO iIEGHAilICS A]ID HYDRAUTICS
Including 475 Solved Problems
By RanaldV Giles, BS. M S inC E,
PrcÍ. at C¡vil Eng¡neering. Dtexel lnst ol fech

GE]IETICS
Including 5OO Solved P¡oblems
By William D Stansfield, Ph D ,

Dept ol 8¡olog¡cal scienc6.Calil. State Polytech

GEilEBAI TOPOTOGY
Including 650 Solved Problems
By Seymour L¡pschutz, Ph D,,
Asoc Ptol ol Math ,Temple Unive6¡ty

GROUP THEOBY
Including 6OO Solved Problems
By B Baumslag, B Chandler, Ph D ,

Mathemal¡cs Depl . New York Universily

* IAPIACE TRAÍISFORMS
Including 450 Solved Problems
By Murray R Spiegel, Ph D ,

Prolesot ol Math , Rensselaq Polvlech lnst

tAGBAfIGIAf{ DYl{AMICS
lncluding 275 Solved Problems
BvD A Wells,Ph D,
PrcIe$o, ol Physics. University ol C¡ncinnat¡

tI]IEAR ATGEBBA
Including 6OO Solved Problems
By Seymour Lipschutz, Ph D ,

A$oc Prol ol Math,Teñple Un¡vec¡ty

' MACHITIE DESIGÍI
Including 32O Solved Problems
By Hall, Holowenko, Laughlin,
Prclessot ol Mechanical Eng , Pudue Un¡vers¡ly

* MATHETATICAT HAIIDBOOK
Including 24oO Formulas ahd 60 Tables
By Murray R Spiegel, Ph, D ,

Prcleso, of Math , Rensselaü Polytech , lnst

ITIAIHETATICS OF FI]IAÍICE
Including 5OO Solved P¡oblems
By Frank Ayres, Jr, Ph D ,

Ptof*ot ol Math . Dickínson College

I iIAIRICES
Including 34O Solved Problems
By Frank Ayres, J r., Ph. D ,

Prolesot ol Mathemat¡$, Dbkinson College

MECHAIICAT VIBBATIOfIS
Including 225 Solved Problems
ByWilliam W Seto. B.S. in M E. M S.,
Assoc Ptol oÍ Mech Eng,San Jose State College

* MODEBT ATGEBRA
Including 425 Solved Problems
By Frank Ayres, Jr , Ph D ,

Prclessor o[ Malheñat¡cs, D¡ck¡nson College

fIUMERICAT AÍIATYSIS
lncluding 775 Solved Problems
By Francis Scheid, Ph D ,

Prolessot ol Mathemat¡cs. Boston Un¡vercity

* PLA]IE GEOMETRY
Including 85O Solved Problems
By Barnett Rich, Ph D,
HeadotMath Dept BrooklynTech H S

PROBABITIW
Including 5OO Solved Problems
By Seymour Lipschutz, Ph D ,

A$oc Prclesor ol Math , fmple Unive6ity

PROJECTIVE GEOMEIRY
Including 2OO Solved Problems
By Frank Ayres, Jr , Ph D ,

Prolessot ol Malhematics, Dick¡nson College

REIÍÚTOBCED COTCREIE OESIGl{
Including 2OO Solved Problems
Bv N. J Everard. MSCE, Ph D,
Prot. of Eng Mech & St,uc,Atltngton State College

and J L Tanner lll, MSCE,
Techn ¡c al C onsultant. Te xas lnduslries I nc

* srATtsilCs
Including 875 Solved Problems
By Murray R Spiegel, Ph D ,

Prclessor ol Mathematics, nensselaer Polytech lnst

. SET THEOBY A]IO BEATTED TOPIGS
lncluding 53O Solved P¡oblems
By Seymour Lipschutz, Ph D,
Asoc Prol. ol Math .Teñple Un¡veÉ¡ty

T SIBEÍIGIH OT MAIERIATS
Including 43O Solved Problems
ByWilliam A Nash, Ph D,
Prclessot ol Eng Mechanrcs, Untversily ol Flor¡da

IESI IIEMS ¡II EDUCAI¡OII
Including 31OO Test ltems
ByG J Mouly,Ph.D,L E Walton.Ph D,
Prclessors ol Educalion Un¡verc¡tv ol Miamt

IHEOREIICAT iIECHAÍI¡GS
Including 720 Solved Problems
By Murray R Spiegel, Ph D ,

Prolessot ol Math . Rensselaer Polytech lnst

rRAilSMlSSlofl uflEs
Including 165 Solved Problems
By R A Chiman. Ph D.
Prclesso, ol Electt¡cal Eng , Univers¡ty ol foledo

* IBIGOÍIOMETBY
Includ¡ng 680 Solved Problems
By Frank Ayres, Jr , Ph. D ,

Prcleso, oÍ Mathemat¡cs, D¡ck¡nson College

r VECTOR AIIATYSIS
Including ztSO Solved Problems
By Murray R. Spiegel, Ph D ,

Pnlesot ol Math , Bensselaet Polvtech lret
l

I
. ESTOS TITUTOS SE ENCUENTRAN TAMBIEN EN VERSION ESPAÑOTA
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